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1 Introducao

Um dos principais problemas em Mateméatica consiste em classificar objetos de estudo. Depen-
dendo das propriedades de interesse deste objeto se define uma classe de equivaléncia. Em geral,
uma pergunta classica é: dois objetos dados sao equivalentes ou nao? O nosso objeto de estudo sao
as aplicagoes estdveis entre superficies que tem interessado a vérios autores como ([21, 23, 24, 25]).
Trataremos especificamente de grafos associados as aplicacoes estaveis de superficies fechadas e
orientadas no plano, introduzido em [12] com objetivo de contribuir com as classificagoes destas
aplicacoes. Os grafos servem como invariante topologico destas aplicagoes e como ferramenta 1til
para a construcao das mesmas. A palavra estavel quer dizer que podemos garantir o comporta-
mento de uma aplicacao mesmo com “pequenas perturbagoes”. Em geral, o primeiro contato de
um estudante com as singularidades ocorre nos estudos de fungoes reais a uma variavel, num curso
de Calculo I, quando descreve a funcao a partir de seus pontos criticos onde a primeira derivada
se anula. Em muitos casos podemos chamar estes pontos criticos (méximo ou minimo) de pontos

de dobra.

O estudo sobre estes grafos foi extendido para aplicagoes estaveis entre superficies fechadas,
no caso geral, ([5, 7, 8, 13]), para aplicagdes de Gauss de superficies fechadas imersas no 3-espago
([14, 19]) e aplicacoes de 3-variedades no 3-espaco ([9, 15]). Localmente, as aplicagoes entre
superficies podem ser vistas como aplicagoes do plano no plano e as singularidades ocorrem nos
pontos em que a matriz Jacobiana (formada pelas derivadas parciais de primeira ordem) nao tem
posto maximo. Em (1955), Whitney [25] iniciou o estudo das aplica¢oes estdveis do plano no
plano, quando determinou que um germe de aplicagdo em cada ponto (anélise local) é equivalente
a um ponto reqular, ou ponto de dobra ou uma cuspide. Também determinou que o conjunto
das aplicagoes estaveis formam um subconjunto aberto e denso no espaco de todas as aplicagoes
suaves. No final dos anos 70, Thom [23] notou que esses resultados poderiam ser incorporados a
uma nova teoria: a Teoria das Singularidades.

No caso global de aplicagoes estaveis entre superficies, se a superficie dominio é fechada, o
conjunto singular consiste de uma colegao de curvas fechadas, simples e disjuntas, que separa o
conjunto regular em componentes conexas disjuntas desta superficie. Em geral, na Teoria de Sin-
gularidades de aplicagoes diferenciaveis sao utilizadas técnicas de Geometria Diferencial, Analise e
Algebra para estudar o comportamento (local, semi-global e global) das singularidades, enquanto
que no estudo de grafos associados as aplicacoes estaveis entre superficies, em geral, as técnicas
estao mais relacionadas com a Topologia como, por exemplo, a propria construcao do grafo, a
relagdo entre as transigoes de codimensao e as alterades no grafo [5, 21], a caracteristica de Euler
entre o grafo e a superficie dominio e as cirurgias de aplicagoes estéveis introduzidas em [7, 13].

Nestas notas, escritas para o minicurso do XIII Programa de Verao em Matematica
- UFV 2020, abordamos sobre o estudo de grafos associados as aplicagoes estaveis entre duas
superficies fechadas. O principal objetivo é mostrar como os grafos podem auxiliar na construcao
de uma aplicacao com o conjunto singular pré-determinado. As descricoes feitas aqui sobre grafos
de aplicacoes estaveis entre superficies fechadas podem ser vistas com detalhe nas seeguintes
referéncias [5, 7, 8].



2 Constructing fold maps with prefixed graphs

2.1 Fold maps com contorno aparente nao planar

Introduziremos aqui alguns conceitos bésicos sobre grafos que podem ser vistos em [10] e em
teoria dos grafos. Os conceitos especificos sobre grafos para o objetivo deste trabalho, podem
ser encontrados em [5, 7]. Para melhores informagoes sobre topologia e superficies veja Lima [4],
Kinsey [10], Massey [11] e Munkres [20].

3 Grafos

Defini¢ao 3.1. Um grafo finito G(V, A) é formado por um conjunto {uy,...,uy}, de V pontos
chamados de vértices e um conjunto com A tragos de curvas chamados de arestas, onde cada
traco conecta um par de vértices de V.

Definigao 3.2. Um caminho sobre um grafo G(V, A) é uma sequéncia de vértices distintos e
arestas distintas via1v2as - - - €xUg41, onde a; € incidente aos vértices v; e vjyq.

O comprimento de um caminho entre dois vértices no grafo é dado pelo nimero de arestas
ao longo de um caminho que vai de um dos vértices até o outro.

Se v; = vk41, esta sequéncia serd chamanda de ciclo sobre o grafo G(V, A).

Definigao 3.3. O grafo G(V, A) é conexo se existe um caminho que liga quaisquer dois de seus
vértices.

Se G(V,A) é nao conexo, cada subgrafo conexo serd chamadao de componente conexa de
G(V, A).

Sempre existe um caminho que conecta dois vértices quaisquer de uma mesma componente
conexa de G.

Definicao 3.4. Uma arvore é um grafo conexo que nao tem ciclos.

Observe que toda arvore com V vértices tem A = V — 1 arestas. Isto pode ser verificado
facilmente por inducao sobre o nimero de vértices.

Definicao 3.5. Dois vértices de um grafo sao adjacentes se estao conectados por uma aresta.

Uma aresta que conecta os dois vértices u e v sera denotada por uv.

Definigao 3.6. O niimero de arestas conectadas a um vértice u é chamado grau de u e sera
denotado por deg(u).

Se deg(u) = 1, entdo u sera dito vértice extremo. A tnica aresta de um vértice extremo
sera dita aresta extrema.

Definicao 3.7. Uma &arvore com V vértices e V' — 1 vértices extremos serd chamado de grafo
estrela.



Notagao: Dado um grafo G(V, A) vamos denotar o nimero de vértices por | V' | ou mesmo
por V e o ntimero de arestas por | A | ou A.

Definicao 3.8. o nimero de ciclos livres de um dado grafo com V' vértices é o nimero minimo
de aresta que podem ser retirada do grafo para obter uma arvore com os V' vértices.

Teorema 3.9. O numero de ciclos (livres) do grafo G(V, A) é dado por f1(G) = A— (V —1).

Chamaremos simplesmente ciclos o nimero ;(G), que é também conhecido como o primeiro
nuimero de Betti do grafo.

Teorema 3.10. [10] A caracteristica de Euler de um grafo G(V, A) é dado por X(G) =V — A=
1= 51(G).

Consequentemente, toda drvore tem caracteristica de Euler iqual a 1.
Teorema 3.11. [10] A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico para grafos.

Defini¢ao 3.12. Um grafo G(V, A)é dito bipartido se é possivel atribuir sinais + a cada um de
seus vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais opostos. Caso contrario, dizemos
que G(V, A) é nao-bipartido.

Teorema 3.13. Um grafo € bipartido se, e somente se, na possui nenhum ciclo impar. Caso
contrario, se o grafo tem um ciclo impar, ele € nao-bipartido. Consequentemente, toda drvore é
um grafo bipartido.

4 Cirurgias de grafos

Um grafo G conexo ou nao conexo pode ser obtido de outro grafo por cirurgia entre duas arestas,
chamadas de cirurgia horizontal, ou cirurgia entre dois vértices, chamada de cirurgia vertical.

Seja G um grafo com pesos nos vértices contendo as arestas uv e yz.

1. Cirurgia Horizontal de Grafos (Sy): Uma cirurgia horizontal entre as arestas uv e xz,
denotado por Sy (G), identifica as duas arestas resultando na aresta rs, identifica os vértices
u e x, resultando no vértice r, e os vértices v e z, resultando no vértice s, sendo que os pesos
nos vértices r e s corresponde, respectivamente, a soma do peso de u com o peso de x e a
soma do peso de v com o peso de z.

2. Cirurgia Vertical de Grafos (Sy): Uma cirurgia vertical entre os vértices u e z, denotado
por Sy (G), é a conexao dos dois vértices por uma aresta uz.

Definigao 4.1. Sejam G; e G, dois grafos conexos disjuntos. Se o par de vértices (u,v) pertence
a Gy e o par (x, z) pertence a Go, a cirurgia horizontal entre os dois grafos serd chamada de soma
conexa horizontal, denotada por G; ©y G, € a cirurgia vertical serd chamada de soma conexa
vertical, denotada por G; ®y Go.

Definicao 4.2. Uma arvore sera chamada de grafo basico se tem todos os vértices com grau
maximo igual a 2, denotada por L4, onde A indica o nimero de arestas.
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Proposicao 4.3. Toda darvore que pode ser obtida por um niumero finito de somas conexas hori-
zontais de grafos tipo L3 satisfaz VT =V~

Demonstragao. Todo grafo Ls satisfaz V't = V'~ = 2. Naturalmente um conjunto com k grafos
L3 satisfaz VT =V~ = 2k. Se T é obtido por k — 1 somas conexas horizontais entre os k grafos
L3, em cada cirurgia sao identificados dois pares de vértices com sinais opostos, subtraindo um
vértice com cada sinal. Consequentemente 7 satisfaz VT =V~ =2k — (k—1) =k + 1. O

Lema 4.4. Toda drvore com A > 2 arestas pode ser obtida por somas conexas horizontais de
grafos tipo Lo e Ls.

Demonstracao. Dado uma arvore 7 com A arestas, se A =2 entao 7 é um Ly. Se A = 3 entao T
é um L3 ou um grafo estrela e em ambos os casos T pode ser obtido como soma conexa horizontal
de dois grafos Ls.

Suponhamos agora que 7 tem A — 1 > 2 arestas. Vamos usar o principio de inducao sobre A.
Seja v um vértice extremo (com unica aresta) de T conectado a w pela aresta vw.

Eliminando a aresta vw de T com o vértice extremo v, obtemos uma arvore L com A—1 aresta
e w € L. Suponha, por hipotese de inducao, que L pode ser obtida por A — 3 somas horizontais
de k — 1 grafos L.

Fazendo uma soma horizontal de Ly com L, com a identificacao de w € L com o vértice de
grau 2 em Ly, obtemos o grafo 7 com A, como soma conexa de A — 1 grafos Ls. ]

Teorema 4.5. Todo grafo G pode ser obtido por somas conexas horizontais de grafos tipo Lo e Ls
e cirurgias verticais.

Demonstracao. Dado o grafo G, retirando uma aresta de cada um de seus ciclos obtemos uma
arvore maximal 7. Pelo Lema 4.4 toda arvore 7 pode ser obtida por somas conexas horizontais
de grafos tipo Lo e Ls. O grafo G pode ser obtido por cirurgias verticais convenientes sobre 7. [J

5 Topologia de Whitney

Veremos de forma bem reduzida a definicao da Topologia de Whitney, mas antes veremos algumas
defini¢o de Topologia.

Definicao 5.1. Uma topologia sobre um conjunto X ¢é uma colecao 7 de subconjuntos de X que
tem as seguintes propriedades:

1- Os subconjuntos @ e X estao em 7.
2- A uniao de elementos de qualquer subcolecao de T esta em 7.

3- A intersecao finita de qualquer subcolecao de 7 estd em 7.

Se X é um conjunto e 7 é uma topologia definida sobre X, chama-se espago topolégico ao par
(X, 7). Os subconjuntos de X que pertencem & colegao 7 sdo chamados de conjuntos abertos.
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Definicao 5.2. Um subconjunto F' de um espaco topoldgico X é chamado de fechado se o
conjunto X \ F' é aberto.

Definigao 5.3. Seja S subconjunto do espago topolégico X. O interior de S é definido como a
uniao de todos os subconjuntos abertos de X contidos em S e denotado por int(S). O fecho de
S, no espaco topolégico X, é definido como a interseccao de todos os subconjuntos fechados de X
que contém S e denotado por S.

Note que (i) S é aberto se, e somente se, S = int(9) .
(i) S é fechado se, e somente se, S = 5.

Definicao 5.4. O bordo ou fronteira de S é o conjunto S \ int(S).

Definicao 5.5. Um espaco X é chamado de espago de Hausdorff quando, dados dois pontos
diferentes x e y em X, existem abertos A,B C X taisquex € A, ye Be ANB =0.

Definicao 5.6. Uma colecao C de subconjuntos de um espaco X é chamada de cobertura de X, se
a uniao de elementos de C é igual a X. O conjunto C é chamada de cobertura aberta (fechada)
de X se seus elementos sao subconjuntos abertos (fechados) de X.

Definicao 5.7. Um espago X ¢é chamado de compacto se qualquer cobertura aberta C de X
contém uma subcobertura finita que também cobre X.

Definigao 5.8. Sejam (X, 7) e (Y,0) espagos topoldgicos. A aplicagao f : X — Y é continua
em z € X se para qualquer aberto V' contendo f(x) existe aberto U contendo z tal que f(U) C V.

Ou seja, a aplicacao f : X — Y ¢é continua se, e somente se, para todo aberto U em Y a
imagem inversa f~1(U) ¢ aberto em X.

Observe que a continuidade depende nao sé de f mas também das topologias de X e Y.

Definicao 5.9. Seja f : X — Y uma aplicacao de um conjunto arbitrario X num espaco
topoldgico Y. A colegao 7 das imagens inversas f~'(A) dos abertos A C Y pela aplicagao f ¢
uma topologia em X chamada topologia induzida.

A aplicacao f da topologia induzida é continua, pois a imagem inversa de cada aberto de Y é
aberta em X.

Sejam (X, 7) espago topolégico, Y um conjunto nao vazio e p : X — Y sobrejetiva. Definimos
em Y a seguinte topologia:
n={VcY/f(V)er}

Pode verificar que 7, ¢ uma topologia sobre Y.
Definicao 5.10. 7, ¢ dita topologia quociente em Y induzida por p.

Definicao 5.11. Uma aplicacao f : X — Y é um homeomorfismo se, e somente se f é uma
bijecao continua com a inversa continua.



Definigao 5.12. Dados conjuntos X C U C R" e uma aplicagao f : X — R™, chama-se extensao
de f a U a qualquer aplicagdo f: U — R™ tal que f(z) = f(x) para todo z € X.

Definicao 5.13. Dados X C R" e Y C R™, dizemos que uma aplicagao f : X — Y é suave
se para cada p € X existir um aberto U C R" contendo p e uma extensao de classe C*> de
f:XNU—=Yal.

Definigao 5.14. Quando f : X — Y é diferenciavel (suave), bijetiva e f~!: Y — X é também
diferenciavel dizemos que f é um difeomorfismo. Dois conjuntos X C R" e Y C R™, dizem-se
difeomorfos se existir um difeomorfismo f: X — Y.

Definicao 5.15. Uma variedade topolégica de dimensao m é um espago topologico M com
as seguintes propriedades:

1. M é Hausdorff: dados dois pontos distintos p e ¢ em M, existem abertos disjuntos U, V tais
quepelUeqelV,

2. M tem base enumeravel de abertos: existe uma colecao enumeravel de abertos de M tal que
todo aberto é a uniao de abertos dessa cole¢ao;

3. M é localmente Euclidiano: para quaisquer p € M, existem abertos U C M contendo p,
V C R™ e um homeomorfismo ¢ : U — V.

Definicao 5.16. Uma variedade diferenciavel, de classe C*, é um par (M, ®), onde M é uma
variedade topoldgica e @ é uma estrutura diferenciavel, de classe C*.

Definicao 5.17. Sejam X uma variedade topoldgica n—dimensional e V; um aberto de R", com
i € I um conjunto de fndices. Dizemos que X é diferenciavel de classe C*, 0 < k < oo, se é
um conjunto junto com uma familia de aplicagoes biunivocas ¢; : U; C X — V;, chamadas carta
local (ou sistema de coordenadas local), tal que U; é um aberto de R™. Os dominios das cartas
recobrem X isto é, | J._, U; = X.

el 7t

Defini¢ao 5.18. Quando M e N sao de classe C*, a topologia C>*° de Whitney em C*(M, N)
é definida como a uniao das topologias induzidas pela inclusao C*°(M, N) — C"(M,N),1 <r < oo
(ver [2])

6 Superficies
Uma superficie M, sem bordo é um espaco topolégico de Hausdorff, que em cada ponto p € S
tem uma vizinhanca homeomorfa ao disco aberto.

Definicao 6.1. Uma superficie M sera dita fechada se é compacta e nao tem bordo.

A esfera S? e o toro T? sao superficies sem bordo. O disco fechado D?, tem uma componente
de bordo e o cilindro limitado é uma superficie com duas componente de bordos.

Na geometria de superficies estuda-se aspectos ou medidas que se alteram com as deformacoes
como: distancias; areas; angulos e curvaturas. Na topologia de superficies ja se estuda o conjunto
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de propriedades que nao se alteram com deformacoes como: esticar, encolher e entortar a superficie,
ou parte dela. Outra propriedade que nao altera é cortar a superficie de forma suave e depois
colar uma na outra pelas bordas produzidas pelo corte.

Definicao 6.2. Duas superficies S e M sao homeomorfas ou topologicamente equivalente
se existe um homeomorfismo entre elas. Em outras palavras, dizemos que duas superficies sao
homeomorfas se uma pode ser transformada na outra através das deformacoes citadas acima, que
nao alteram as propriedades topoldgicas das superficies.

Definicao 6.3. Uma superficie M ¢é dita orientavel se nao contém uma faixa de Moebius. Caso
contrario, M é nao-orientavel.

Definicao 6.4. A soma conexa de duas superficies M; e M,, denotada por Mi#M,, é a nova
superficie obtida pela remocao de um pequeno disco em M; e um em M, e a identificacao dos
bordos.

Topologicamente, a esfera S? é o elemento neutro da soma conexa de superficies.

Definicao 6.5. Dada uma superficie compacta orientdvel M = S2#nT o ntimero n é dito género
de M, que corresponde o nimero de alcas da superficies.

Analogamente, dada uma superficie nao orientdvel M = S%#pP? o ntimero p é dito género
de M, que corresponde o ntimero de faixas de Moebius contida na superficie, também pode ser
denotado por g(M).

Teorema 6.6. (Teorema da Classificacio das Superféies) Toda superficie M, compacta é home-
omorfa a soma conexa de n-toros e p-planos projetivos com a esfera, isto é:

M =2 S?4n T?#p P?
para algum n >0 e p > 0.

Observe que se M = S%24pP? ent ao podemos escrever

M= nT? + P2 sep=2n+1,
" nT?+ K, sep=2n+2.

Teorema 6.7. Seja M wuma superficie com com género g(M) e k componentes de bordo. A
caracteristica de Fuler de M € dado por

(M) = 2—2¢g(M) — k,se M € orientada,
X | 2—9g(M) —k, se M é nao orientada.

Corolario 6.8. Se M, e My sdo superficies compactas e conexas, entao

X(My U My) = x(My) + x(Mz) — x(My N My).

A caracteristica de Euler da soma conexa de duas superficies, My e My, € dada por

X(Mi#My) = x(My) + x(My) — 2.

Observacao 6.9. A caracteristica de Euler de superficies ¢ um invariante completo, ou seja,
se My e My sao duas superficies conexas e fechadas entao M, € topologicamente equivalente a My
se, e somente se, xX(My) = x(Ms) e ambas sdo orientdveis ou ambas sdo nao-orientdveis.
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7 Grafos e superficies fechadas com curvas

Sejam M uma superficie fechada (sem bordo) e orientada e C = U o; um conjunto com A curvas
fechadas, simples e disjuntas sobre M. O conjunto C separa M em um conjunto de V regioes
conexas, isto é, M \ C, é uma unido disjunta de regides conexas de M. Podemos associar um grafo
G ao par (M,C) da seguinte forma:

a) cada regiao conexa U; de M \ C fazemos corresponder a um vértice v; em G e cada curva o
de C fazemos corresponder uma aresta e; em G;

b) uma aresta e; incide no vértice v; se, e somente se, a curva de C correspondente a e; esta no
bordo da regiao M \ C correspondente a v;;

¢) um ciclo com tnica aresta, chamado de lago, ocorre quando a curva correspondente é bordo
(duas vezes) de uma tnica regiao;

d) um vértice v; recebe o peso t; se a regiao regular correspondente a v; tem género t; (soma
de t; toros com buracos).

Definicao 7.1. Dois pares (M,C) e (M’',C’) sao ditos equivalentes quando existe um difeomor-
fismo de M em M’ que leva C em C'.

Observagao 7.2. Se (M,C) e (M',C") sdo equivalentes, entdo existe um isomorfismo entre os
seus respectiv 0s grafos associados.

Proposicao 7.3. Todo grafo G com caracteristica C(G) = (V,A,W) estd associado a um par
(M,C), onde C é um congunto com A componentes de curvas fechadas mergulhadas e disjuntas
sobre M.

Demonstra¢ao. Dado um grafo G podemos obter o par (M, G) associado a G da seguinte forma:
Primeiro, mergulhe o grafo G em R? e tome uma regiao (conveniente), que denotaremos por R,
vizinhanca de G em R3. Denotamos por Z a superficie fechada bordo de R, que é conhecida como
vizinhanga tubular de G. Observe que o género de Z é igual a 51(G). Faga corresponder a cada
aresta a; de G, uma curva fechada «; em Z, transversal a aresta a;. Denotamos por G o conjunto
destas curvas. O par (Z,G) corresponde ao grafo G com peso zero. Para realizar o grafo G com os
pesos, facamos em cada uma das regiao Z; de Z, correspondente ao vértice v; com peso t; > 0, uma
soma conexa de uma superficie fechada W; com género t; com Z. Esta soma conexa resultante
numa superficie orientada e fechada M, onde o par (M, C) realiza o grafo G. ]

Proposigao 7.4. Se G é um grafo com caracteristica C(G) = (V, A, W) associado ao par (M,C),
onde M € uma superficie orientada. Entao a caracteristica de Fuler de M (em func¢do de C(G))
€ dado por

X(M) =2(V -A-W)

e o género é dado por

g(M) = p1(G) + W.



Demonstragao. A caracteristica de Euler de cada componente conexa U; de M \ C é dada por
x(U;) = 2 —2t; — A;, onde t; e A; correspondem, respectivamente, ao género e ao nimero de
componentes de bordos de U;. Como cada componente de C é bordo de duas componentes de
M \ C entao o numero total de componentes do bordo da unido das componentes U; é igual a
2A. A intersecao entre duas componentes é sempre uma curva fechada ou conjunto vazio e tem
caracteristica de Euler igual a zero. Logo

X(M) = X(Uz"/:lUi) = ZX(Ui) = 2(2 —2t; — Ay) =2(V -W = A).

M
O género de uma superficie orientada M é dado por g(M) =1— % =1—(V-W—A). Como

P1(G) =1 =V + A entao g(M) = B1(G) + W. O

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos da Teoria de Singularidades de Aplicacoes
Estaveis entre Superficies e o leitor interessado pode aprofundar no assunto consultando por
exemplo: Gibson [1], Golubitsky-Guillemin [2], Lima [3], Ohmoto-Aicardi [21] e Vassiliev [24].

8 Aplicacoes estaveis

Sejam M e N duas superficies suaves e F(M, N) o conjunto de todas as aplicagoes entre M e N.
Denotamos por C*°(M, N) o conjunto de todas aplicagoes suaves f € F(M,N).

Defini¢ao 8.1. Duas aplicagoes f,h € C*(M,N) sao ditas A—equivalentes quando existem
difeomorfismos ¢ : M — M e 1 : N — N, taisque h =1 o f o ¢!, ouseja, fe gsao
A—equivalentes se o diagrama abaixo comuta.

ML N
ol 1y
M- N

Definicao 8.2. Uma aplicacao f € C*(M,N) é dita estavel se existe uma vizinhanga aberta
We de fem C*(M,N) (com a topologia C> de Whitney) tal que cada h em Wy é A-equivalente
a f.

O conjunto das aplicagdes estaveis de C*°(M, N), denotado por E(M, N), é também chamada
de aplicagao 1-genérica.

Seja f € C>®°(M,N). Se M é compacta e f é imersdo, submersao ou difeomorfismo local
(esses trés conceitos coincidem, pois dim M = dim N) entao f é estavel [2]. Em particular, se f é
difeomorfismo entao f é estavel.

Teorema 8.3. [25] O conjunto E(M, N) € aberto e denso em C®(M, N).



Definicao 8.4. Duas aplicacoes f : M — N e g : M — N sao ditas estavelmente isotépicas
se existe uma aplicagao suave (estavel) F': M x [0,1] — N tal que para cada t € [0, 1], a aplicacao
em que Iy = F |pyqy € estavel, com Fy = f e Fy = h.

Observacao 8.5. Dizer que f e h sdo estavelmente isotopicas € equivalente a dizer que f e h
se encontram na mesma componente conexa de E(M,N), pois uma isotopia estdvel define um
caminho entre as aplicacoes f e h onde todas as aplicacoes ao longo deste caminho sdo estdveis.

As aplicagoes a) e ¢) Figura 1 nao sao A-equivalentes, ou seja, nao sao isotopicamente estédveis,
pois qualquer caminho entre as duas passa por uma aplicagao nao estavel (tangéncia). Entao as
duas aplicagdes estao em diferentes componentes conexas de £(M, N).

Defini¢ao 8.6. Seja f € C*°(M,N) uma aplicacao estavel. Um ponto x em M é dito ponto
regular de f se, numa vizinhanca do ponto z, a aplicacao f é um difeomorfismo local, caso
contrario, dizemos que z é um ponto singular de f.

Em outras palavras, um ponto singular de f é um ponto p € M tal que o posto da aplicagao
linear df,, ¢ menor que 2 (dimensao de ).

Definicao 8.7. O conjunto de todos os pontos singulares de f, denotado por X f, é chamado de
conjunto singular de f.

A imagem do conjunto singular, denotado por B f, é chamado de contorno aparente.

O conjunto de todos os pontos nao singulares de f, denotado por M \ Xf, é chamado de
conjunto regular de f.

A Figura 1 ilustra imagens de trés aplicacoes de S? em R? com uma curva singular. Observe
que em b) a aplicagdo é nao estdvel com um um ponto de tangéncia no contorno aparente, pois
uma pequena perturbacdo na aplicacdo em b) na vizinhanga deste ponto o contorno aparente da
nova aplicagdo pode passar a ter dois pontos na intersecgdo como em c¢) ou nao ter ponto de
intersec¢ao como a). Se f € C*°(R? R?) é uma aplicagao estavel:

______________________________________________________

Figura 1: Exemplo de contorno aparante de aplicacio do S? em R2.

1. O conjunto singular X f estda formado por um conjunto de curvas simples disjuntas e
mergulhadas (suaves e sem auto intersecgao) no dominio de f (subvariedade de codimensao
1), podendo ter pontos de cuspides isolados.

2. O conjunto X f separa o conjunto regular M \ X f em componentes conexas que sao imersas
por f sobre a imagem.
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3. O contorno aparente Bf = f(Xf) é formado por um conjunto de curvas suaves na imagem
de f, podendo ter pontos duplos (formados por intersegdes transversas de imagens de duas
curvas de dobras) e cuspides isoladas (veja Figura 3).

Se duas aplicacoes f e g sao A-equivalentes, os conjuntos singulares X f e Xg sdo A-equivalentes
e os contornos aparentes Bf e Bg sao A-equivalentes. Assim, duas aplicagoes que nao conjuntos
singulares A-equivalentes ou contornos aparentes A-equivalentes nao sao A-equivalentes.

9 Singularidades de aplicacoes estaveis

Segundo Whitney [25], as aplicacoes entre duas superficies, localmente podem ser vistas como
aplicagoes do plano no plano. Antes estudar as aplicagoes entre superficies, veremos os tipos de
singularidades do plano no plano. Seja f : U C R? — R? uma aplicagio estével e p = (z,y) um

ponto regular ponto de dobra ponto de cuspide

Figura 2: Singularidades estaveis do plano no plano.

ponto de U. Entao ocorre uma das seguintes situacgoes:

1. p é ponto regular se (df), ¢ isomorfismo. Nesse caso, localmente, f é da forma (z,y) —
(2,9)-

2. p é ponto singular de f do tipo:
a) Dobra, se T,X(f) & Ker(df), = T,U.

Nesse caso, podemos escolher um sistema de coordenadas (z,y) em R? centrada em p
tal que (z,y) = (z,y°).

b) Cuspide, se T,X(f) = Ker(df),. Nesse caso, podemos encontrar coordenadas (z,y)
centradas em p tais que localmente f é da forma (z,y) — (z,9® + zy).

Observagao 9.1. Se p € ponto de dobra entdo a aplicagdo derivada (df), leva o plano tangente
T,U na reta tangente ao contorno aparente de f, em f(p). Por outro lado, se p é um ponto de
cuspide entao (df), leva a reta tangente a X f, em p, no ponto f(p).

A Figura 3 ilustra uma sequéncia com sete diferentes aplicagoes da esfera no plano ao longo de

um caminho no espaco das aplicacoes suaves C*°(S? R?). As aplicagoes a), c), e e) sao estaveis
(com diferentes nimeros de curvas singulares) e as aplicagoes b) e d) sdo nao estaveis. Em b)

11



o contorno aparente tem duas componente conexas, uma com uUnico ponto singular e outro uma
curva fechada. Por uma pequena pertubacao o ponto singular isolado passa a uma curva singular
ou pode desaparecer. Em d) o contorno aparente tem um ponto de tangéncia entre dois arcos
da mesma curva. Por uma pequena pertubacao na aplicacao estas curvas podem ser separadas
em duas componentes conexas sem cispides com mesmo sinal, como em e), ou unidas em uma sé
curva com duas cispides de mesmo sinal, como em c).

D) o I £ —
— == =
a) b) c) d) e)

. S\ = e
—y o v A

Figura 3: Sequéncia de aplicagoes em C>(S? R?).

10 Aplicacoes de codimensao 1 e 2

Considere uma homotopia F' : M x [0,1] — N entre duas aplicacoes estaveis f,g : M — N no
conjunto £(M, N) € (M, N). A medida em que ¢ varia no intervalo [0,1] o contorno aparente
de Fy = f é deformado no contorno aparente de F; = g. Pode acontecer que ao longo do caminho
entre f e g, para algum ¢y € (0,1) a aplicagdo Fj, nao é estdavel. Neste caso, os contornos aparentes
de f e g nao sdo equivalentes e 0 mesmo pode ocorrer com os conjuntos singulares (ver Figura 3).

Definicao 10.1. O conjunto das aplicagoes nao estaveis C*(M, N) \ E(M, N), complementar do
conjunto das aplicagoes estdaveis em C>*(M, N), é chamado de conjunto discriminante e sera

denotado por D (ver [2]).

O conjunto discriminate D pode ser visto como “paredes” (de dimensao infinita) formadas pelas
aplicagoes de codimensao 1 e nas interseccoes destas paredes estao as aplicacoes de codimensoes
maiores que 1. D separa (M, N) em componentes conexas (por caminho) disjuntas em C>(M, N).

A Tabela 1 apresenta as formas locais a 1-paramétro (na vizinhanga de zero), de aplicagdes de
1-germe, 2-germes e 3-germes, ilustradas na Figura 4 (ver [21]). Cada transicao esta representada
localmente por uma sequéncia de trés aplicagoes em C*°(M,R?). As aplicagoes do centro, pertence
ao conjunto D, sao nao estaveis de codimensao 1 para a = 0 e estaveis para a # 0. Estas sequéncias
sao chamadas de transicoes de codimensao 1.

Em outras palavras, uma transi¢ao de codimensao 1 em C*(M, N) é uma aplicagdo de co-
dimensao 1 que estd na interse¢cdo do conjunto discriminante D (com um caminho (familia a
1-parametro) que conecta duas aplicagoes f e g em diferentes componentes diferentes de £(M, N).
A Figura 3 ilustra cinco diferentes aplicagoes da esfera no plano, onde a aplicagdo b) e d) sao
transicoes de codimensao 1 que alteram o nimero de componentes singulares e o ntmero de
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Tipo Nome Forma normal
1) L labios (z,y° + y(2* — a))
2) B bicos (9% — y(2* — a)
3) S rabo de andorinha (z,y* + 2y — ay?))
4) DDV | tangéncias de dobras (v, —y? +a), (2,27 +y"?)
5) DD' | tangéncia de dobras (z,9* +a), (2,27 +y?)
6) DD?* | tangéncias de dobras (x,+y* +a), (2,2 —y?)
7) PTY pontos triplos (r+viz—vy*+a), (v, (2" y").
8) PT! pontos triplos (x+y3z—vy*+a), (2,97, (@ y").
9) CD' | cuspides com dobra (z,v° +zy), (y*—a,2)
10) CD? | cuspides com dobra (z,y* + zy), (—y*—a,2)

Tabela 1: Estratos de codimensao 1 em C*(R? R?) \ £(R? R?).

Figura 4: Transicoes de codimensio 1 em C*°(R? R?).
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cuspides. A Figura 5 ilustra o contorno aparente de trés diferentes aplicagoes do toro no plano. A
aplicagao do centro pode ser obtida da aplicagao da esquerda por duas transi¢oes rabo de andori-
nha S e a aplicacao da direita pode ser obtida da aplicacao do centro passando por uma transicao
bicos, no sentido que diminui o niimero de cuspides.

Teorema 10.2. /23] Sejam M e N superficies fechadas. Se M € orientada e f: M — N € uma
aplicacao estdvel, entao o numero de cuspides do contorno aparente Bf € par.

As classes de homotopia de C*(M, N) sdo conexas por caminhos, logo existe um caminho
C>®(M,N) que conecta duas aplicagoes em diferentes componentes conexas de cada classe de
homotopia que atravessa D passando somente por aplicagoes de codimensao 1. Isto mostra que
o Teorema 10.2 é bastante natural, pois se M é orientada sempre é possivel ligar uma aplicagao
estavel qualquer a uma aplicagao dobra (sem cispide) passando pelo discriminante somente através
das transigoes de codimensao 1 em C*(M, N). Todas as transi¢oes de codimensao 1 alteram o
total das cispides sempre por um nimero par (ver Figura 4).

11 Efeitos das transicoes de codimensao 1

As transigoes que alteram o nimero de componentes singulares e regulares sao (L), chamada de
transicao labios, (B), a transi¢ao bicos. As transi¢oes que alteram o nimero de cuspides sao (L),
(B) e a transi¢ao rabo de andorinha (5). As transigoes que alteram o nimero de pontos duplos
sao (9), (T%), i = 1,2, tangéncia entre duas dobras, e (T'C"), i = 1,2, tangéncia de uma
dobra com uma cuspide. Considerando caminhos positivo, como na Figura 4, da esquerda

Figura 5: Transicao S e B altera o nimero de cispides e o género.

para a direita no sentido que aumenta o nimero de cuspides ou pontos duplos, as transicoes de
codimensao 1 alteram as novas aplicacoes estaveis da seguinte forma:

1. Transicdo Ldbios L (veja Figura 6): dentro de uma regiao regular U, nasce uma nova curva
singular com duas novas cispides com mesmo sinal, apontando para a mesma regiao regu-
lar. Consequentemente, o nimero de pontos de cuspides é aumentado por 2, o nimero de
componentes singulares e regulares é aumentado por 1 (veja Figura 3).

2. Transi¢ao Bicos BT, B e B~ (Figura 6): na regiao regular Z, tangenciam dois arcos de curvas
singulares criando duas novas ciispides com mesmo sinal, onde a transicao Bt aumenta o
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Figura 6: Efeito das transicoes labios e bicos.

nimero de componentes regulares e de componentes singulares por 1 (veja Figura 3), a
transicao B diminui o nimero de componente singular por 1 e aumenta o género por 1
(veja Figura 5) e B~ diminui por 1 o ntiimero de componentes singulares e de componentes
regulares (veja Figura 3).

3. Transicao Rabo de Andorinha S: sobre um arco de curva de dobras nasce dois pontos de
cuspides, com sinais opostos, e um ponto duplo. S altera somente o niimero de pontos duplos
por +1.

4. Transicao Tangéncia entre duas curvas de dobras DD, i = 1,2: altera somente o ntimero
de pontos duplos por +2.

5. Transicao Tangéncia entre uma ciuspide e uma curva de dobra CD?, i = 1,2: altera somente
o numero de pontos duplos por +2.

6. Transicao Pontos Triplos PT% i = 1,2,3: passagem por um ponto triplo formado pela
intersecao de trés curvas de dobras. Nao altera o conjunto singular nem o regular.

12 Grafos de aplicacoes estaveis entre supeficies

Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas e f € £%(M, N), conjunto das aplicagdes
estaveis entre M e N. O conjunto singular X f esta formado por um conjunto de curvas fechadas,
simples e disjuntas que separa as regioes regulares de M\ X f, (complemento do conjunto singular)
em componentes conexas.

Naturalmente, podemos associar ao par (M, ¥ f) um grafo com pesos nos vértices, onde cada
curva o de X f corresponde a uma aresta a,cada regiao regular U corresponde a um vértice v, que
recebe como peso t o género de U (soma de t toro). Esta claro que a incide no vértice v se, e
somente se, a curva singular correspondente a a estd no bordo da regiao regular correspondente a
v.

Definigao 12.1. O grafo G associado ao par (M, X f), onde f € £%(M, N), é chamado de grafo
dual de f.

Observacao 12.2. O grafo dual € um invariante de aplicacaoes estdveis. De fato, no grafo estd
codificado as informacoes do conjunto reqular de aplicacoes estdaveis entre superficies e conseque
separar algumas aplicagoes com mesmo contorno aparente como ilustra a Figura 7.

15



/

ARTER \ -=
P\N:/q —> Q >
e

Figura 7: Aplicagoes toro no plano com A = 4.

Observe que cada aplicagao estavel estd associada a um grafo e cada grafo pode ser associada a
uma classe de diferentes aplicagoes com pares (M, C) equivalentes, onde C corresponde o conjunto
de curvas singulares.

Uma pergunta natural agora é:  Quais grafos com pesos inteiros positivos nos vértices estao
associados as aplicagoes estdveis entre superficies orientadas? Aqui veremos respotas dependendo

de N.

Definicao 12.3. Sejam M e N superficies orientadas e f : M — N uma aplicacao estavel. Uma
regiao regular U de M \ X f é dita positiva se tem a orientagao preservada por f e negativa em
caso contrario.

Definigao 12.4. O fecho de cada componente conexa regular de M \ X f cuja orientacao é pre-
servada por f serd denotado por U,", enquanto o fecho de cada componente conexa de M \ X f
cuja orientagao ¢ invertida por f serd denotado por U; .

Denotaremos por M+t = U UfeM™ = U U;.
i J

Assim, M™* e M~ sao superficies compactas e com bordo. Além disso,

M=MUM- e Sf=MtOM".

Definigao 12.5. Dizemos que um ponto z; € f~'(y) é positivo se x;, € M ou negativo se
T € M.

Proposicao 12.6. O grafo dual de qualquer aplicacdao estavel f : M — N entre duas superficies
fechadas e orientadas € bipartido.

Demonstracao. Cada curva singular de ¥ f é bordo de uma componente de M+t e de uma compo-
nente de M, consequentemente cada aresta do grafo associado a f conecta um vértice de V*(G)
com um vértice de V~(G), criando uma bipartigdo no conjunto dos vértices. ]

Sejam G um grafo bipartido associado a aplicacao estavel f : M — N e M* = UE U a unido

das componentes regulares de f, com seus respectivos sinais. Aos vértices de G correspondente as
componentes regulares M+ associamos o sinal . Denotamos por:
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1. V* o nimero de vértices de G com sinais &, que corresponde o nimero de componentes de
M*.

vE . o R
2. WE=3" i1 tj[, onde tji é o peso do vértice v;:, que correspondente ao género da componente

regular U ji.
3. A?E o numero de arestas nos vértices v;—L, que corresponde ao numero de componentes de
bordo de U ji.
_ +_ -
Observe que A=, | A7 =53 . | A;.
Proposigao 12.7. Seja G um grafo bipartido com caracteristica (V+ V= A WT +W™), asso-

ciado a uma aplicacdo estdrvel de M em N. A caracteristica de Euler de M™ em funcdo de G é
dado por x(M*) = 2V* —2W* — A.

Demonstragio. A caracteristica de Euler da componente conexa UF com AF componentes de
bordos satisfaz é dada por x(U:) = 2 — 29(U*) — A¥ = 2 — 2tF — AF, pelo Teorema 6.7. Pelo
Corolario 6.8
v v
X(ME) =" x(Uf) =D (2 -2t — Af) = 2vF —2W™* — 4,
i=1

i=1
pois as componentes de M* sdo todas disjuntas. O
Corolario 12.8. xy(M) —2x(M~) =2[(VT -=V7) = (Wt —=W")].

Demonstracao. A superficie M = M™ U M~ e a inteseccao entre componentes de M ' e de M~
é sempre vazia ou uma curva simples. Pelo Coroldrio 6.8 x(M™ U M™) = x(M*) + x(M™), pois

X(MFNM™) = 0. x(M) =2x(M~) = x(M7) = x(M~) = 2[(V" =V7) = (W' = W7)], pela
Proposicao 12.7. [

13 O Teorema de Quine para grafos
O Teorema 13.6 foi demonstrado por Quine em [22]. Uma demonstragao baseada na relagao entre
cispides e conjuntos regulares foi apresentada em [13].

Definicao 13.1. Uma aplicacao f : M — N é proépria se a imagem inversa de um compacto é
um compacto.

Definicao 13.2. Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e f : M — N uma aplicacao
prépria de classe C*. O grau de f no ponto y (grau local), indicado por deg, f é a diferenca
entre o nimero de pontos positivos e o nimero de pontos negativos em f~!(y).

Teorema 13.3. [4/Toda aplicacao f: M — N, de classe C?, corresponde a um inteiro r, tal que
para todo valor regular y de f, tem-se que deg, f = d.

Definicao 13.4. O numero d = deg, f do Teorema 13.3 é o grau da aplicagao f, ou simples-
mente, deg f.

17



Se M e N sao superficies fechadas e orientadas uma homotopia entre duas aplicagoes estaveis,
passando por qualquer transigdo em C*°(M, N), nao altera o grau da aplicagdo. Entao duas
aplicagoes com diferentes graus nao podem estar na mesma classe de homotopia e nao sao A-
equivalentes. Assim, o grau é um invariante global natural das aplicagoes estaveis entre superficies
fechadas e orientada.

A Figura 8 ilustra trés aplicagoes estaveis do 4-toro no 3-toro com grau zero com tnica curva
singular sem pontos de ctispides. Observe na Figura 8 que duas aplicacoes com o mesmo grau

Figura 8: Aplicacoes de grau zero do 4-toro no 3-toro.

nao estd necessariamente na mesma classe de homotopia, pois uma nao pode ser arrastada (por
homotopia) até a outra, devido a forma que as al¢as do 4-toro enrola sobre as al¢as do 3-toro. A
Figure 9 ilustra duas aplicagoes no toro: a) M é o toro, d =2 e A = 0; em b) M é o bitoro, d = 4,
A =1e C = 4. Esta aplicagao pode ser obtida da aplicacao da seguinte forma: primeiro, por
uma transi¢ao labios obtemos uma aplicagao h do toro no toro comd =2e A=1e s(C) = 2. Da
soma conexa de duas aplicagoes tipo h obtén-se a aplicacao em b).

Observe que das aplicagoes a) e b) podemos obter outras aplicagoes com o mesmo conjunto
singular e grau d qualquer.

Figura 9: Aplicac¢oes no toro do: a) toro com grau 2; b) bitoro com grau 4.

Teorema 13.5. Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e f : M — N uma aplicagao
com grau d e com conjunto singular vazio. Entao a caracteristica de Fuler de M e N satisfaz

X(M) = dx(N).

Demonstracao. Seja M uma superficie fechada e orientada f : M — N uma aplica¢ao com grau d
e com conjunto singular vazio. Podemos decompor M em d componentes conexas, Cy, Cy, - -+, Cy_1, Cy,
que cobre N somente uma vez. Duas destas componentes, suponhamos C e Cy, tem duas com-
ponentes de bordo. Entao x(C;) = x(Cy) = 2 —2(n —1) —2 = 2 — 2n. As outras compo-

nentes Csy, -+ ,Cq—1 tem género n — 2 e 4 componentes de bordo. Entao x(C2) = x(Cy—1) =
2—-2(n—2)—4=2-2n. Como a intersegao das componentes sao curvas fechadas com carac-
teristica de Euler nula, entao x(M) = x(C1U---UCy) = d(2 — 2n) = dx(N). O
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Teorema 13.6. (Teorema de Quine) Seja f : M — N wuma aplicagio estdvel entre as duas
superficies fechadas e orientadas M e N. Se f tem grau d entao e m pontos de cuspides

X(M) = 2x(M™) + s(C) = dx(N),

onde x denota a caracteristica de FEuler e s(C') a soma total dos graus das cuspides.

O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema de Quine.

Teorema 13.7. Seja f : M — N uma aplicagao estavel entre as duas superficies fechadas e
orientadas M e N. Se f tem grau d e m pontos de cispides, entao o grafo associado a f satisfaz

S(C).

VIV =(WT = W) = d(1 - g(N)) = =

Consequentemente, s(C') € sempre par.

Demonstragao. A superficie N é fechada e orientada com x(N) = 2 — 2¢g(N), onde g(N) denota
o género de N. Do Corolario 12.8 temos que

X(M) = 2x(M™) =2[(V*T = V") = (W =W7)].
Substituindo estas duas igualdades no Teorema de Quine obtemos a afirmacao acima. ]

Corolario 13.8. O grafo de uma aplica¢ao dobra (sem cispides) f : M — N com grau d satisfaz
(VF —V7) = (WT —=W7)] = d(1 — g(N)). Consequentemente, se N = R? entao VT -V~ =
W+ —Ww-.

14 Cirurgias de aplicacoes estaveis

Uma aplicacao estavel f pode ser obtida a partir de uma aplicacao g conhecida, passando por
transigoes (aplicagdes nao estaveis) ao longo de um caminho no espaco das aplicagoes suaves. As

Lips
—>
vh vr
S
A a

] B

Figura 10: Singularidades estaveis do plano no plano.

transigoes bicos e labios (veja no capitulo anterior) alteram o conjunto singular e consequentemente
o grafo da aplicac¢ao (veja Figura 10), mas nao alteram o grau da aplicagao.

Para obter uma aplicacao com um grau desejado, uma forma de construir estas aplicagoes é
através de cirurgias de aplicacoes estaveis. Em particular, uma cirurgia sobre uma aplicagao h €
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E>(Z, N) é removido um par de discos disjuntos, Dy e D, da superficie M que é substituido por
um tubo conectando os dois bordos M\ D;U Dy menos os disco, onde estendemos a aplicagao sobre
o interior do tubo, resultando numa aplicagao e hg € (M, N), onde M é uma superficie fechada
obtida pela cirurgia sobre Z. E claro que a cirurgia realizada nas aplica¢oes induz naturalmente
a cirurgia sobre os grafos associados. Veremos dois tipos de cirurgias (horizontal e vertical) de
aplicagoes, relacionada com a cirurgia de grafos no primeiro capitulo, introduzida em [7].

Sejam Z = Z; U Zy e N duas superficies orientadas e h : Z — N uma aplicagao estavel.
Denotamos por h; a restricao de h a Z; e hy a restricao de h a Zs. Veremos a seguir como
construir sobre h uma cirurgia de aplicacao.

a) Cirurgia Horizontal Sy Uma cirurgia horizontal sobre a aplicagao estédvel h : Z — N pode
ser feita da seguinte forma (ver a) Figura 11):

1. Escolha dois arcos [ = h(l') e j = h(j’) em Bh, onde I’ e j' sdo arcos de dobras em Xh e
exista um caminho 7 entre [ e j com nN Bh = &.

2. Mergulhe um retangulo § em N \ Bh, na vizinhanca de 7, onde dois lados opostos de
B, complementares dos arcos opostos k e m em [, sao identificados com os arcos [ e j,
respeitando a orientagao de Bh, conectando os arcos [ e j, como ilustra a Figura 11, chamado
de ponte entre as curvas.

3. Escolha dois pequenos discos D; e D; em Z contendo os arcos de curva singular [ e j e
repasse a seus interiores por um tubo 7T, respeitando a orientacao de Z, obtendo assim uma
nova superficie fechada e orientada M (ver Figura 11).

4. Estenda a aplicacao estavel h sobre o tubo 7', obtendo a aplicacao hg, de forma que hg sobre
T tenha dois arcos de curvas singulares k' e m/, com hg(k') = k e hg(m') = m.

b) Cirurgias Vertical Sy Uma cirurgia vertical (ver b) Figura 11) sobre a aplicacao estéavel
h : Z — N pode ser feita da seguinte forma:

Y S z M_P. Z
] === Cirugia ——— Q : Cirurgia
T Q Horizonta Vertical
fy v9 — V.9 fy gy —»

> ( , /\%/ - <¢;“f
j E A, -ii"j;ffir B | gN
1l 1be

Figura 11: Cirurgia horizontal e grafos.

1. Escolha dois pontos p, ¢ € Z \ Xh, taisque p€ ZT eq € Z~ e h(p) = h(q) € N\ Bh.
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2. Escolha dois pequenos discos D, e D, em Z vizinhanga dos pontos p e ¢, respectivamente, e
repasse a seus interiores por um tubo 7T, respeitando a orientacao de Z, obtendo assim uma
nova superficie fechada e orientada M.

3. Estenda a aplicagao estavel h sobre tubo 7', de forma que sobre T" tenha somente uma curva
singular v que é mergulhada por h., na vizinhanga de Q em N \ Bh.

4. Estenda a aplicagao estével h sobre o tubo T', obtendo a aplicacao hg, de forma que sobre
T tenha dois arcos de curvas singulares k' e m/, com hg(k') = k e hg(m') = m.

Definicao 14.1. A cirurgia horizontal hg = h; @y hy é chamada de soma horizontal das
aplicacoes estdveis hy e hy e a cirurgia vertical h, = hy @y hy é chamada de soma vertical das
aplicagoes estaveis hy e hy (ver Figura 12).

Figura 12: Exemplo de cirurgias: a) vertical; b) horizontal.

A Figura 12 ilustra dois exemplos de cirurgias. Em a) uma cirurgia vertical sobre uma aplicagao
da esfera no plano com A =1, V = 2 e W = 0 obtendo uma aplicacao do toro no plano com
A=2V =2eW =0; em b) uma cirurgia horizontal entre a aplicacdo do toro obtido em a) e
uma aplicagao do bitoro no plano com A =1,V =2 e W = 2, obtendo uma aplicagdo do 3-toros
no planocom A=2,V=2e W =2.

Observagao 14.2. Se G € um grafo com caracteristica C(G) = (V, A, W) associado a aplicagdo
estdvel h : Z — N entdo a caracteristica do grafo resultante com a cirurgia horizontal é C(Sg(G)) =

(V —2,A—1,W), pois sao identificados duas arestas e dois pares de vértices e com a cirurgia
vertical € C(Sy(G)) = (V,A+ 1, W),

Pela construcao das cirurgias de aplicagoes, podemos afirmar o seguinte:

Proposicao 14.3. Se G; e Gy sao grafos associados, respectivamente, as aplicacoes estdveis hy :
Zy —» N e hy : Zy — N entao os grafos resultantes das somas conexas de grafos Gy gy G
(horizontal) e Gy Gy Gy (vertical) € um grafo associado a aplicagdo estdvel hy @y hy e hy ©y ho,
respectivamente.
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Figura 13: Aplicagao do 6-toros na esfera.

A Figura 13 apresenta uma sequéncia (da esquerda para a direita) de aplicagoes com d = 1. A
primeira corresponde a aplicagao identidade da esfera na esfera com A =0, V =1, W = 0 (unica
componente regular que é a esfera). A segunda, também da esfera na esfera, tem A =5, V =6
e W = 0. Cada uma das curvas singulares pode ser obtida pela transicao labios. A terceira com
A=1,V =2eW =4, pode ser obtida fazendo 4 cirurgias horizontais sobre a segunda aplicacao.
A 1ltima com A = 3, V =2 e W = 4 pode ser obtida fazendo duas cirurgias vérticais sobre a
terceira (“olhos do morcego”).

A construcao de grafos associados as aplicagoes estaveis entre superficies garante que existe
um grafo G com pesos nos vértices associado a aplicagao f. Se M é orientada entdao G é um
grafo bipartido, como visto na Proposicao 12.6. Na proxima se¢ao vamos mostrar que todo
grafo bipartido estd associado a alguma aplicacao entre duas superficies fechadas e orientada. Os
resultados sdo baseados nos trabalhos [7], [8] e [13]. Primeiro veremos o caso de realizacdo de
arvores e depois grafos bipartidos, com aplicacoes no plano, na esfera e no n-toro.

15 Aplicagoes no plano

Nesta secao trataremos das aplicagoes de superficies fechadas e orientadas no plano, no caso geral
e citaremos alguns resultados para o caso particular das aplicagoes sem ctspides, baseados em [5],

[6] e [7].

As arvores Ly, Ly e L3 com peso total zero podem ser realizadas pelas aplicagoes estaveis da
esfera no plano ilustradas (respectivavmente) em a), c) e e) na Figura 3.

Teorema 15.1. Toda drvore A com peso zero pode ser realizada por alguma aplicagdo estdvel da
esfera no plano.

Demonstracao. Pelo Lema 4.4, toda arvore pode ser obtida como soma horizontal e vertical de
grafos bésicos tipo Ly e L3, que podem ser realizados por uma aplicagoes da esfera no plano, como
na Figura 3. Por soma conexa horizontais e verticais entre estas aplicacoes obtemos uma aplicacao
f 8% — R? que realiza a 4rvore dada. O

Teorema 15.2. Todo grafo bipartido G com peso total zero pode ser realizado por uma aplica¢ao
estdvel g : mT — R?, onde m = (3,(G).
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Demonstracdo. Seja A uma arvore maximal de G obtida retirando uma aresta de cada um dos
ciclos de G. Pelo Teorema 15.1, A pode é realizavel no plano por uma aplicacao h da esfera no
plano. Uma aplicacao g : mT — R? que realiza G, pode ser obtida fazendo um cirurgia vertical
sobre h para cada uma das [31(G) arestas retiradas de G para obter 4. Como a esfera é conexa,
cada cirurgia vertical sobre h altera por +1 o género da superficie resultante, entao o género de
M ém = pi(G). 0

A Figura 14 ilustra duas aplicagbes com tnica curva singular: em a) do toro no plano com
s(C') =2, em b) do r-bitoro no plano com s(C) = 2r.

Figura 14: Aplicagbes no plano associada a Ly com peso [0 — 1] e [0 — 7].

Lema 15.3. Toda drvore Ly com peso r em wum vértice e zero no outro pode ser realizada por
alguma aplicacao estavel do r-toro no plano.

Demonstracao. A arvore L; com peso 1 pode ser realizada pela aplicacao do toro no plano com
tinica curva singular ilustrada na Figura 14 a). A aplicacdo h : T — R? em b) realiza L; com
peso r e pode ser obtida por r — 1 cirurgias horizontais sobre r aplicagdes do tipo a) . O

Teorema 15.4. Toda drvore A com peso total r pode ser realizada por alguma aplicagdo estdvel
do r-toro no plano.

Demonstracao. Seja A" uma arvore obtida retirando todos os t; de cada vértices v; de A. Pelo
Teorema 15.1 A’ pode ser realizada por uma aplicacio estavel h : S? — R2. Para cada r;,
considere a aplicacao h' : r; T — R? como no Lema 15.3. Fazendo cirurgias horizontais entre h
as aplicacoes h' : r; T — R2, respeitando os pesos nos vértices de A obtén-se uma aplicacao do
r-toro no plano que realiza A. ]

Teorema 15.5. Todo grafo bipartido G pode ser realizado por uma aplicacao estdvel g : mT —
R2, ondem=1-V + A+ W.

Demonstracdao. Seja A uma arvore maximal de G obtida retirando uma aresta de cada um dos
B1(G) ciclos de G. Pelo Teorema 15.4, A pode ser realizada no plano por uma aplicagao h do
W —toro no plano. Uma aplicacio g : M — R? que realiza G, pode ser obtida fazendo um
cirurgia vertical sobre h para cada uma das [;(G) arestas retiradas de G para obter A. Como
W —toro é conexo, cada cirurgia vertical sobre h altera por +1 o género da superficie resultante,
entdo o género de M é m = (1(G) + W. O

As demonstragoes dos préximos resultados pode ser vista em [6] and [8] (respectivamente).
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Corolario 15.6. Toda drvore de peso zero pode ser realizado por alguma aplica¢ao dobra (sem
cispides) da esfera no plano se, e somente se, satisfaz V: =V".

observe que se A pode ser decomposta em somente grafos tipo Ls, este resultado pode ser
facilmente verificado. Mas nem sempre isto é possivel.

Teorema 15.7. Um grafo bipartido G(V, A,W) pode ser realizado por alguma aplica¢io dobra
(sem cispides) no plano se, e somente se, G satisfaz VV — V- =W+ —W~.

16 Aplicacoes na esfera

Nesta secao trataremos aplicacoes de superficies fechadas e orientadas na esfera, no caso geral e
citaremos alguns resultados para o caso particular das aplicagoes sem cuspides, baseados em [8].
A Figura 15 ilustra duas aplicagoes estdveis da esfera na esfera com A =1 e C' = s(C') = 2d, onde

S2

Figura 15: Exemplos de aplicacoes da esfera na esfera com grau 1 e 2.

a)d=1eemb)d=2.

A aplicagao em a) pode ser obtida da aplicagao identidade id : S? — S? por uma transigao
l1abios, criando uma curva singular com duas cuspides. A aplicagdo em b) pode ser obtida por
soma conexa entre duas aplicagbes do tipo em a).

Por d — 1 somas conexas horizotais entre d aplicagoes tipo a), obtemos uma aplicagao da esfera
na esfera com grau d e tnica curva singular.

A arvore L; com peso zero pode ser realizada pelas aplicacoes da esfera na esfera com grau
1 e 2 ilustradas na Figura 15. A arvores L, com peso zero pode ser realizada pela aplicacao da
esfera na esfera com grau 1 por a) na Figura 16. O grafo estrela com 3 arestas e peso zero pode
ser realizdo por uma aplica¢do com em b) obtida pela cirurgia horizontal entre duas aplicades tipo

a).

Teorema 16.1. Toda drvore A de peso zero pode ser realizada por alguma aplicacdo estdvel da
esfera na esfera com grau d arbitrdrio.

Demonstracao. Toda arvore de peso zero A pode ser realizada por uma aplicacao estavel h :
S? — R2, pelo Teorema 15.1. Considere o mergulho j : h(S?) — S%. A aplicacao estdvel
h=joh:S? — S? ¢ uma aplicacao com grau zero da que realiza A. Para realiza A, basta fazer
d cirurgias horizontais entre h e aplicagoes tipo a) na Figura 15. ]
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Figura 16: Aplicagoes dobra da esfera na esfera com grau 1 e 2.

Corolario 16.2. Se A pode ser decomposta em k drvore L3 e d drvore Lo entao A satisfaz
V+t -V~ =d e pode ser realizada por alguma aplicacao dobra h : S?> — S? com grau d.

Demonstragao. As arvores tipo Lo estao associados as aplicagoes dobras com grau 1 tipo a) da
Figura 16 e L3 estao associados as aplicagoes dobra com grau zero tipo e) da Figura 3. Uma
aplicagao dobra h : S? — S? com grau d, que realiza A, pode ser obtido por k — 1 somas conexas
horizontais entre as k aplicagbes dobras tipo e) da Figura 3 e d — 1 somas conexas horizontais
entre d aplicagoes dobras tipo a) da Figura 16. O

O préximo resultado para aplicagoes dobra foi provado em [§].

Teorema 16.3. Uma drvore A com peso zero pode ser realizada por alguma aplicagdo dobra (sem
cuspides) na esfera com grau d se, e somente se, A satisfaz VT —V~— =d.

Lema 16.4. Toda drvore A com peso total r > 0 pode ser realizada por alguma aplicacdo estdvel
h:rT — S? com grau d arbitrdrio.

Demonstracao. Seja A uma arvore com pesos t; dos vértices v;, tal ue r = Zyzl t;. Considere
A’ 0 mesmo grafo A mas com peso zero em todos os vérices. Pelo Teorema 16.1, A" pode ser
realizada na esfera por uma aplicacao g : S? — S? com o grau d arbitrdrio. Para cada t; > 0,
considere a aplicagdo ¢g* = jo h' : ;T — S? onde j' : h'(t;T) — S* é um mergulho e a
aplicagao h' : t; T — S? como Lema 15.3, associada ao grafo L; com peso [0 — t;]. Fazendo
cirurgias horizontais entre g e as aplicacoes ¢°, respeitando os pesos nos vértices de A, obtén-se
uma aplicacao estavel h : 7T — S? que realiza A. O

Teorema 16.5. Todo grafo bipartido G pode ser realizado por uma aplicacdo estdavel f . mT —
S? com grau d arbitrdrio, onde m = B,(G) + W.

Demonstragao. Retirando uma aresta de cada um dos f;(G) ciclos de G obtemos a drvore maximal
A com peso total W. Pelo Lema 16.4, A pode ser realizada por uma aplicacao h do W —toro na
esfera. Fazendo uma cirurgia vertical sobre h para cada uma das [;(G) arestas retiradas de G
para obter A, obtemos uma aplicacao g : M — R? que realiza G. Como W —toro é conexo, cada
cirurgia vertical sobre h altera por +1 o género da superficie resultante, entao o género de M é
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