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O objetivo deste minicurso é:
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O objetivo deste minicurso é:

e Hstudar conceitos e propriedades bésicas de espagos
topologicos;

topologicos que serao utilizados posteriormente em grupos
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O objetivo deste minicurso é:

e Hstudar conceitos e propriedades bésicas de espagos

topologicos que serao utilizados posteriormente em grupos
topologicos;

e Definir e caracterizar um grupo profinito;

v
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O objetivo deste minicurso é:

e Hstudar conceitos e propriedades bésicas de espagos
topologicos que serao utilizados posteriormente em grupos
topologicos;

e Definir e caracterizar um grupo profinito;
e Estudar alguns exemplos.

a
n}
v
a
v
a
it
-
a
it
.
[

DA



Um espago topoldgico é um conjunto X com uma familia de
subconjuntos de X (chamados conjuntos abertos) os quais
satisfazem as seguintes condigoes:
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Um espago topoldgico é um conjunto X com uma familia de
subconjuntos de X (chamados conjuntos abertos) os quais
satisfazem as seguintes condigoes:
i) @ e X sdo conjuntos abertos;
«O0)>» «Fr «=Z)r «=)» = o>



aberto;

Um espago topoldgico é um conjunto X com uma familia de
subconjuntos de X (chamados conjuntos abertos) os quais
satisfazem as seguintes condigoes:
i) @ e X sdo conjuntos abertos;

ii) A intersegdao de dois abertos quaisquer é um conjunto

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Espacos topologicos

Definigao 2.1

Um espago topoldgico é um conjunto X com uma familia de
subconjuntos de X (chamados conjuntos abertos) os quais
satisfazem as seguintes condigoes:

i) 0 e X sdo conjuntos abertos;
ii) A intersegao de dois abertos quaisquer é um conjunto
aberto;

iii) A unido de uma cole¢ao de conjuntos abertos é um
conjunto aberto.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos
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Espacos topologicos

Definigao 2.1

Um espago topoldgico é um conjunto X com uma familia de
subconjuntos de X (chamados conjuntos abertos) os quais
satisfazem as seguintes condigoes:

i) 0 e X sdo conjuntos abertos;
ii) A intersegao de dois abertos quaisquer é um conjunto
aberto;

iii) A unido de uma cole¢ao de conjuntos abertos é um
conjunto aberto.

A colegao dos subconjuntos abertos é uma topologia em X.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



e Um subconjunto é chamado fechado se o complementar dele
é aberto.
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



e Um subconjunto é chamado fechado se o complementar dele
é aberto.

e Uma base para a topologia em X é uma colegao de
subconjuntos abertos

T ={Ux | A€ A}
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e Um subconjunto é chamado fechado se o complementar dele
é aberto.

e Uma base para a topologia em X é uma colegao de
subconjuntos abertos

™ :={Ux | A€ A}

tal que cada aberto de X pode ser escrito como a uniao de
subconjuntos Uy para alguns A € A.
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Seja X um espago topolégico. Uma colecao [ de abertos de X
constitui uma base em X se, e somente se, para cada aberto

A C X e cada ponto x € A existe um conjunto B, € B tal que
x € By C A.
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Seja X um espago topolégico. Uma colecao 5 de abertos de X
constitui uma base em X se, e somente se, para cada aberto

A C X e cada ponto x € A existe um conjunto B, € B tal que
x € By C A.

Demonstragao: (<) Para todo aberto A temos que
A = Uzea By, tal que B, € 5.
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Seja X um espago topolégico. Uma colecao 5 de abertos de X
constitui uma base em X se, e somente se, para cada aberto
A C X e cada ponto x € A existe um conjunto B, € B tal que
v e B, CA.

Demonstragao: (<) Para todo aberto A temos que
A = Uzea By, tal que B, € 5.

(=) Suponha que todo aberto A C X pode ser escrito como
A =UB,), By € p.
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Seja X um espago topolégico. Uma colecao 5 de abertos de X
constitui uma base em X se, e somente se, para cada aberto
A C X e cada ponto x € A existe um conjunto B, € B tal que
v e B, CA.

Demonstragao: (<) Para todo aberto A temos que
A = Uzea By, tal que B, € 5.

(=) Suponha que todo aberto A C X pode ser escrito como
A =UB,, By € . Dado x € A existem algum A\ tal que
xr € By C A. Ponha B, = B,.
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Seja X um congunto qualquer. Uma colegio B de subconjuntos
de X € uma base para uwma topologia sobre X se, e somente se,
as duas condigoes abairo sao satisfeitas:
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja X um congunto qualquer. Uma colegio B de subconjuntos
de X € uma base para uwma topologia sobre X se, e somente se,
as duas condigoes abairo sao satisfeitas:

i) Para cada x € X existe B € 3 tal que x € B;
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Seja X um congunto qualquer. Uma colegio B de subconjuntos
de X € uma base para uwma topologia sobre X se, e somente se,
as duas condigoes abairo sao satisfeitas:

i) Para cada x € X existe B € 3 tal que x € B;

i) Se x pertence a interse¢ao de dois conjuntos By, By €

entao existe um conjunto B3 € [ tal que x € Bs C B1 N Ba.
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Seja G um grupo. Considere a colegao de subconjuntos

ﬁz{gN|N<1fG,g€G}.

Entao g é uma base para uma topologia em G.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja G um grupo. Considere a colegao de subconjuntos

ﬂz{gN|N<1fG,g€G}.

Entao g é uma base para uma topologia em G.

Demonstragao: Observe que G € 3 logo a condigao i) da
Proposigao anterior é verificada.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Agora verifiquemos a condigao 7).
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Agora verifiquemos a condigao 7).

Sejam ¢1,92 € G e N1, Ny € 5. Se x € g1 N1 N g2 Ny entao
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Agora verifiquemos a condigao 7).

Sejam ¢1,92 € G e N1, Ny € 5. Se x € g1 N1 N g2 Ny entao

xz € N1 N Ny C g1 N1 N gaNo.
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Agora verifiquemos a condigao 7).

Sejam ¢1,92 € G e N1, Ny € 5. Se x € g1 N1 N g2 Ny entao

xz € N1 N Ny C g1 N1 N gaNo.
Além disso, Ny NNy € 5.
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Agora verifiquemos a condigao 7).

Sejam ¢1,92 € G e N1, Ny € 5. Se x € g1 N1 N g2 Ny entao

xz € N1 N Ny C g1 N1 N gaNo.

Além disso, N1 N Ny € 8. Portanto 8 é uma base para uma
topologia em X denominada topologia profinita.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



Um espago topolégico X é chamado compacto se para cada
familia dada

{Ux [ Ae A}
de subconjuntos abertos, tal que X = (J,, U, existe uma
n
familia finita {U),,...,Uy,} com X = U Uy,

=1

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Defini¢ao 2.6

Um espago topologico X é chamado compacto se para cada
familia dada

{Ux | A e A}

de subconjuntos abertos, tal que X = J,c, Uy, existe uma
n

familia finita {U),,...,Uy,} com X = U Uy,
i=1

Definic¢ao 2.7

Um espago topologico é chamado Hausdorff se para cada par de
elementos distintos x,y € X, existem vizinhangas abertas
zelU,yeVtalqueUNV = (.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



e Um espago topologico X é dito conexo se nao pode ser
representado como uma uniao disjunta de subconjuntos
abertos.
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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e Um espago topologico X é dito conexo se nao pode ser

representado como uma uniao disjunta de subconjuntos
abertos.

e X é chamado totalmente desconexo se cada subespago
conexo tem no maximo um elemento.
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A colegao = {I C R; I ¢ um intervalo aberto} ¢ uma base
para a topologia usual da reta.
«O>» «Fr «=»r 4« 3 Q>
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A colegao = {I C R; I ¢ um intervalo aberto} ¢ uma base
para a topologia usual da reta.

Se X é um conjunto e B é o conjunto de todos os subconjuntos
de X entdao [ é uma base para uma topologia em X
denominada topologia discreta.
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A colegao = {I C R; I ¢ um intervalo aberto} ¢ uma base
para a topologia usual da reta.

Se X é um conjunto e B é o conjunto de todos os subconjuntos
de X entdao [ é uma base para uma topologia em X
denominada topologia discreta. Além disso X com topologia
discreta é Hausdorff, totalmente desconexo e compacto.
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Uma aplicagao f: X — Y, de um espago topoldgico X em um
espago topoléogico Y, diz-se continua quando a imagem inversa
f~Y(B) de todo aberto B C Y for um aberto em X.
«O0)>» «Fr «=Z)r «=)» = o>
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Uma aplicagao f: X — Y, de um espago topoldgico X em um
espago topoléogico Y, diz-se continua quando a imagem inversa
f~1(B) de todo aberto B C Y for um aberto em X.

Mais especificamente, f é continua em um ponto a € X

aberto A C X, com a € A, tal que f(A) C B.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>

quando, para cada aberto B C Y, com f(a) € B, existe um



O produto cartesiano de uma familia {X | A € A} de conjuntos
é definido como o conjunto das aplicagoes
«40)>» «F>r «=»r « > o>
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O produto cartesiano de uma familia {X | A € A} de conjuntos
é definido como o conjunto das aplicagoes

fia— X
AEA
tal que f(A\) € X para cada A.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



O produto cartesiano de uma familia {X | A € A} de conjuntos
é definido como o conjunto das aplicagoes

fia— X
tal que f(A\) € X para cada A.

AEA
Notagao: [[ycp Xa.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



O produto cartesiano de uma familia {X | A € A} de conjuntos
é definido como o conjunto das aplicagoes

fia— X
tal que f(A\) € X para cada A.

AEA
Notagao: [[ycp Xa.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Podemos pensar nos elementos de [],., X\ como vetores
infinitos com coordenadas indexadas por A, i.e.,

z = (za)xer € [ Xx
AEA

tal que z) € X.
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Produto cartesiano

Podemos pensar nos elementos de [],., X\ como vetores
infinitos com coordenadas indexadas por A, i.e.,

z = (z2)rea € [] X
AeA

tal que z) € X).
Para cada A € A, existe uma aplicacao projecao

7T,\:HX)\—>X)\
AEA

definida por
T ((Z2)ren) = za.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



Suponha que X, sdo espagos topoldgicos.
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seja continua.

Suponha que X sdo espagos topoldgicos.Podemos definir uma

topologia em [[,c, X de forma que cada aplicacdo projegao my
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Suponha que X sdo espagos topoldgicos.Podemos definir uma
topologia em [[,c, X de forma que cada aplicacdo projegao my
seja continua. Essa topologia é denominada topologia produto
cuja base de abertos é dado por:

{’/T;ll(Ul) ﬂ...ﬂﬂ';nl(Un) | n € N,U; é aberto em X)y,,i = 1,...,n}.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [ \cp Xa também é.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [ \cp Xa também é.

b) Se cada X € totalmente desconexo, [ op X também é.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [ \cp Xa também é.

b) Se cada X € totalmente desconexo, [ op X também é.
c) Se cada Xy € compacto, [[ycp Xa também é.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [ \cp Xa também é.

b) Se cada X € totalmente desconexo, [ op X também é.
c) Se cada Xy € compacto, [[ycp Xa também é.

Demonstragao: a) Tome x = (zx),y = (yx) € [Trea Xn-

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [ \cp Xa também é.

b) Se cada X € totalmente desconexo, [ op X também é.
c) Se cada Xy € compacto, [[ycp Xa também é.

Demonstragao: a) Tome x = (xx),y = (yr) € [[nca X1 Se
x # y entao existe \; € A tal que zy; # yy,-

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Algumas propriedades topologicas

Proposigao 2.12

Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [[ycp Xx também é.
b) Se cada X € totalmente desconexo, [ op X também é.

c) Se cada Xy € compacto, [[ycp Xn também é.
Demonstragio: a) Tome z = (z)),y = (yx) € [[1en X Se

x # y entao existe \; € A tal que z); # yy;. Sejam U e V
vizinhangas abertas de z, e y); em X, tal que UNV = 0.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos
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Algumas propriedades topologicas

Proposigao 2.12

Seja { X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos. Entao:
a) Se cada Xy € Hausdorff, [[ycp Xx também é.
b) Se cada X € totalmente desconexo, [ op X também é.

c) Se cada Xy € compacto, [[ycp Xn também é.

Demonstragio: a) Tome z = (z)),y = (yx) € [[1en X Se
x # y entao existe \; € A tal que z); # yy;. Sejam U e V
vizinhangas abertas de z, e y); em X, tal que UNV = 0.
Portanto w/(jl(U) N W)le(V) = (). E o resultado segue.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



b) Iremos usar o seguinte resultado: A imagem de um conjunto
conexo por uma fungdo continua é conexo.
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b) Iremos usar o seguinte resultado: A imagem de um conjunto

conexo por uma fun¢do continua é conexo. Portanto a projegao

em cada X de um conjunto conexo nao vazio de Jycp X
contém um tnico elemento.
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b) Iremos usar o seguinte resultado: A imagem de um conjunto

conexo por uma fun¢do continua é conexo. Portanto a projegao

em cada X de um conjunto conexo nao vazio de Jycp X
contém um tnico elemento.

c) ver: Elementos de Topologia Geral, Lima, E.L., pagina 256.
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Um espaco topologico X € compacto se, e somente se, para cada
familia {Cy | X € A} de subconguntos fechados de X tal que a
implica que (Nyep Cx # 0.

intersegcdo de um nimero finito de conjuntos Cy nao € vazio

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Um espago topoldgico X € compacto se, e somente se, para cada
familia {Cy | X € A} de subconguntos fechados de X tal que a

intersegcdo de um nimero finito de conjuntos Cy nao € vazio
implica que (Nyep Cx # 0.

Demonstrag¢ao: (<) Seja U Ay uma cobertura aberta de X.

AEA
Logo m AS = 0.
AEA

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Propriedade da intersecao finita

Proposicao 2.13

Um espaco topologico X é compacto se, e somente se, para cada
famdlia {C | A € A} de subconjuntos fechados de X tal que a
intersecao de um numero finito de conjuntos C'\ nao € vazio
implica que (yep Cx # 0.

Demonstragao: (<) Seja U A) uma cobertura aberta de X.

A€A
Logo ﬂ A§ = 0. Desta forma F = {A§ | A € A} nao possui a
AEA
propriedade da interse¢ao finita, ou seja, existem Aq,..., A\, € A

talqueAilﬁ...ﬂAf\n:Q).

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos
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Propriedade da intersecao finita

Proposicao 2.13

Um espaco topologico X é compacto se, e somente se, para cada
famdlia {C | A € A} de subconjuntos fechados de X tal que a
intersecao de um numero finito de conjuntos C'\ nao € vazio
implica que (yep Cx # 0.

Demonstragao: (<) Seja U A) uma cobertura aberta de X.

A€A
Logo ﬂ A§ = 0. Desta forma F = {A§ | A € A} nao possui a
AEA
propriedade da interse¢ao finita, ou seja, existem Aq,..., A\, € A
n

tal que A N...NAS = (). Portanto X = U Ay,
i=1

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



(=) Sejam X um espago topologico compacto e

F={By\| €A}
uma colegao de subconjuntos fechados com a seguinte
de F é sempre nao vazio.

propriedade:a intersecdo de uma colecdo finita de subconjuntos

«40)>» «F>r «=»r « o>
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(=) Sejam X um espago topologico compacto e

F={By|AeA}

uma colegao de subconjuntos fechados com a seguinte

propriedade:a intersecdo de uma colecdo finita de subconjuntos
de F é sempre nao vazio. Suponha que ﬂ By =0.

AEA

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



(=) Sejam X um espago topologico compacto e

F={By|AeA}

uma colegao de subconjuntos fechados com a seguinte
propriedade:a intersecdo de uma colecdo finita de subconjuntos
de F é sempre nao vazio. Suponha que ﬂ By =0.

AEA
Desta forma U BS =X.

AEA

«40)>» «F>r «=»r « > o>



(=) Sejam X um espago topologico compacto e

F={By|AeA}

uma colegao de subconjuntos fechados com a seguinte
propriedade:a intersecdo de uma colecdo finita de subconjuntos
de F é sempre nao vazio. Suponha que ﬂ By =0.

AEA
Desta forma U B§ = X. Como X é compacto existem
AEA
n
ALy -5 An € A tal que X = UBf\l
i=1
«gr «Fr «=»r «E» E
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(=) Sejam X um espago topologico compacto e
F = {B)\ ’ PYS A}

uma cole¢do de subconjuntos fechados com a seguinte
propriedade:a intersecao de uma colegao finita de subconjuntos
de F & sempre nao vazio. Suponha que ﬂ By = 0.
AEA
Desta forma U B§ = X. Como X é compacto existem
AEA

n
A, .oy Ap € A tal que X = U BS,. Portanto

i=1
By, N...N By, = 0. Contrariando a propriedade da intersegao
finita.
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Cada subconjunto de um espaco topoldgico Hausdorff X de
cardinalidade 1 € fechado.

«O>» «Fr «=»r 4« 3 o>
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Cada subconjunto de um espaco topoldgico Hausdorff X de
cardinalidade 1 € fechado.

Demonstragao: Tome x € X. Iremos mostrar que X — {x} ¢é
aberto.

«4O>r «4F>» «=» 4«

it
.
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Cada subconjunto de um espaco topoldgico Hausdorff X de
cardinalidade 1 € fechado.

Demonstragao: Tome x € X. Iremos mostrar que X — {x} ¢é
aberto. De fato, para cada y € X — {z} existem abertos A4, e
B, tal que z € A, e y € By com A, N By, = 0.

«4O>r «4F>» «=» 4«

it
.
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Cada subconjunto de um espago topoldgico Hausdorff X de
cardinalidade 1 € fechado.

Demonstragao: Tome x € X. Iremos mostrar que X — {x} ¢é
aberto. De fato, para cada y € X — {z} existem abertos A4, e
B, tal que z € A, ey € B, com A, N B, = (. Em particular
By ¢ X —{z}. Portanto X — {z} = U,cx_(,) By ¢ aberto.

«4O>r «4F>» «=» 4«

>
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i) Cada subconjunto fechado de um espago compacto é
compacto;
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



i) Cada subconjunto fechado de um espago compacto é
compacto;
fechado;

i) Cada subconjunto compacto de um espago Hausdorff é

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



i) Cada subconjunto fechado de um espago compacto é
compacto;

i) Cada subconjunto compacto de um espago Hausdorff é
fechado;

iii) Se f: X =Y é continua e X compacto, entao f(X) é
compacto;

«40)>» «F>r «=»r «

v
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Introdugao

Espacos Topolégicos

Grupos Topologicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Proposicao 2.15

i) Cada subconjunto fechado de um espago compacto €
compacto;

ii) Cada subconjunto compacto de um espago Hausdorff é

fechado;
iii) Se f: X =Y € continua e X compacto, entio f(X) é

compacto;
iv) Se f,g: X =Y sao funcdes continuas e Y é Hausdorff,
entao
{ze X | f(z) =g(2)}
€ fechado.
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Demonstragao: iv) Considere o conjunto

N={zeX|f(x)#9(z)}

Mostraremos que N é um conjunto aberto.

«O>» «F»r «=)>»

i
it
-
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Demonstragao: iv) Considere o conjunto

N={zeX|f(x)#9(z)}

Mostraremos que N é um conjunto aberto.

De fato, tome y € N. Como Y é Hausdorff, exitem vizinhangas
abertas U,V de f(y) e g(y) respectivamente, tal que U NV = ().

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



Demonstragao: iv) Considere o conjunto

N={zeX|f(x) #g(x)}.

Mostraremos que N é um conjunto aberto.
De fato, tome y € N. Como Y é Hausdorff, exitem vizinhangas
abertas U,V de f(y) e g(y) respectivamente, tal que U NV = ().

Desta forma o conjunto B, = f~H(U) N f~1(V) C N ¢ aberto.
Portanto N = {J ¢ By ¢ aberto.

«4O>r «4F>» «=» 4«

it
.
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Um grupo topologico G é um espaco topoldgico, munido de uma
estrutura de grupo tal que:
«40)>» «F>r «=»r « > o>
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i) A aplicagao m : G x G — G definida por m(z,y) = zy é
continua quando consideramos G x G com topologia
produto;

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>

Um grupo topologico G é um espaco topoldgico, munido de uma
estrutura de grupo tal que:



Um grupo topologico G é um espaco topoldgico, munido de uma
estrutura de grupo tal que:

i) A aplicagao m : G x G — G definida por m(z,y) = zy é

continua quando consideramos G x G com topologia
produto;

ii) A aplicagdo i : G — G definida por i(x) = x 1

é continua.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



e Observe que i) é equivalente a:
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



e Observe que 7) é equivalente a:sempre que U C G é um

aberto e g1go € U entao existem conjuntos abertos Vi e Vo
com g1 € V] e go € V5 tal que V1V, CU.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



e Observe que 7) é equivalente a:sempre que U C G é um

aberto e g1go € U entao existem conjuntos abertos Vi e Vo
com g1 € V] e go € V5 tal que V1V, CU.

e A afirmagao ii) é equivalente a:sempre que U C G é aberto
entdo U~! ¢é aberto de G.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Abaixo seguem alguns exemplos de grupos topologicos:
a) Se G é qualquer grupo munido da topologia discreta;

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Abaixo seguem alguns exemplos de grupos topologicos:
a) Se G é qualquer grupo munido da topologia discreta;
b) (R,+), (R* x) com topologia usual;
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Abaixo seguem alguns exemplos de grupos topologicos:
a) Se G é qualquer grupo munido da topologia discreta;
b) (R,+), (R* x) com topologia usual;

¢) Todo subgrupo U de um grupo topologico G é um grupo

topologico (a topologia em U é considerada induzida pela
topologia de G).

«40)>» «F>r «=»r «

it
.
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Sejam G um grupo abstrato e

B={gN | N<sG,g G}
uma colecao de subconjuntos.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Sejam G um grupo abstrato e

B={gN | N<sG,g G}
uma colecao de subconjuntos. Provamos que 8 é uma base para

uma topologia em G (topologia profinita). Queremos mostrar

que G munido da topologia profinita é um grupo topoldgico.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Demonstracao:

Observe que os abertos basicos de G sao classes
laterais da forma gV tal que N <y G, g € G.

«O>» «Fr» «E» < A

it
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Demonstracao:

Observe que os abertos basicos de G sao classes
laterais da forma gV tal que N <y G, g € G. Tome oy € gN.
Assim:

zoyo € gN & 9 € gyy "N e yo € x5 gN.

«O» «Fr» «E»r» « A

it
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Demonstracao:

Observe que os abertos basicos de G sao classes
laterais da forma gV tal que N <y G, g € G. Tome oy € gN.
Assim:

zoyo € gN <& xg € gyo_lN ey € malgN.
Logo gy, INe Zo Ly N sao vizinhancas abertas de g, yo
respectivamente. Além disso:

9yy 'N.ag'gN = gyy 'zg'gN = gN

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Demonstracao:

Observe que os abertos basicos de G sao classes
laterais da forma gV tal que N <y G, g € G. Tome oy € gN.
Assim:

zoyo € gN <& xg € gyo_lN ey € malgN.

Logo gy, INe Zo Ly N sao vizinhancas abertas de g, yo
respectivamente. Além disso:

9yy 'N.ag'gN = gyy 'zg'gN = gN
Desde que ¢!

Toyo € N.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Demonstracao:

Observe que os abertos basicos de G sao classes
laterais da forma gV tal que N <y G, g € G. Tome oy € gN.
Assim:

zoyo € gN & 9 € gyy "N e yo € x5 gN.

Logo gy, INe Zo Ly N sao vizinhancas abertas de g, yo
respectivamente. Além disso:

9yy 'N.ag'gN = gyy 'zg'gN = gN
1

Desde que g~

zoyo € N. Portanto m : G x G — G é continua.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Para cada g € G, N <y G resta mostrar que (¢N)~! é aberto.

it
-
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fato,

Para cada g € G, N < G resta mostrar que (gN)~! é aberto.De

(gN)_1 = {(gn)_1 | ne N} = {n_lg_1 | ne N} =Ngl=¢g'N

«O>» «Fr» «E» < A

it
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Para cada g € G, N < G resta mostrar que (gN)~! é aberto.De
fato,

(gN)_1 = {(gn)_1 | ne N} = {n_lg_1 | ne N} =Ngl=¢g'N

Portanto 7 : G — G é continua.

«O>» «Fr» «E» < A

I
it
-
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Seja G um grupo topoldgico. Entdo:

i) A aplicagao i : G — G € um homeomorfismo. Para cada
g € G as aplicagoes x — gr e x — xg sGo homeomorfismos.



Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topolégicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Algumas propriedades de grupos topologicos

Teorema 3.5
Seja G um grupo topoldgico. Entdo:
i) A aplicagao i : G — G € um homeomorfismo. Para cada
g € G as aplicacoes x — gr e T — xg sao homeomorfismos.

ii) Se H é um subgrupo aberto (resp. fechado) de G, entao
cada classe lateral Hg ou gH em G € aberto (resp.
fechado).
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Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topolégicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Algumas propriedades de grupos topologicos

Teorema 3.5
Seja G um grupo topoldgico. Entao:

i) A aplicagao i : G — G € um homeomorfismo. Para cada
g € G as aplicacoes x — gr e T — xg sao homeomorfismos.

ii) Se H é um subgrupo aberto (resp. fechado) de G, entao
cada classe lateral Hg ou gH em G € aberto (resp.
fechado).

iii) Cada subgrupo aberto de G é fechado, e cada subgrupo
fechado de indice finito é aberto. Se G é compacto, cada
subgrupo aberto tem indice finito.
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|
iv) Se H é um subgrupo que contém um subconjunto aberto
U # 0, entao H é aberto.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Introdugao
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Grupos Topolégicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

iv) Se H é um subgrupo que contém um subconjunto aberto
U # 0, entdao H é aberto.

v) Se H é um subgrupo de G, entao H é grupo topologico com
topologia induzida. Se K é um subgrupo normal, entao
G /K é grupo topologico com topologia quociente. O
homomorfismo quociente ¢ : G — G/K é aberto.

Demonstragéio: i) Observe que i = i~! logo i é homeomorfismo.
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Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topolégicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

iv) Se H é um subgrupo que contém um subconjunto aberto
U # 0, entdao H é aberto.

v) Se H é um subgrupo de G, entao H é grupo topologico com
topologia induzida. Se K é um subgrupo normal, entao
G /K é grupo topologico com topologia quociente. O
homomorfismo quociente ¢ : G — G/K é aberto.

Demonstragéio: i) Observe que i = i~! logo i é homeomorfismo.

Considere a aplicagao ¢, : G — G x G definida por
wg(z) = (x,g). Observe que ¢, é continua,
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Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topolégicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

iv) Se H é um subgrupo que contém um subconjunto aberto
U # 0, entdao H é aberto.

v) Se H é um subgrupo de G, entao H é grupo topologico com
topologia induzida. Se K é um subgrupo normal, entao
G /K é grupo topologico com topologia quociente. O
homomorfismo quociente ¢ : G — G/K é aberto.

Demonstragéio: i) Observe que i = i~! logo i é homeomorfismo.
Considere a aplicagao ¢, : G — G x G definida por

wg(z) = (x,g). Observe que ¢, é continua, logo as aplicagoes
T +— xg e T — gxr sao continuas.
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iv) Se H é um subgrupo que contém um subconjunto aberto
U # 0, entdao H é aberto.

v) Se H é um subgrupo de G, entao H é grupo topologico com
topologia induzida. Se K é um subgrupo normal, entao
G /K é grupo topologico com topologia quociente. O
homomorfismo quociente ¢ : G — G/K é aberto.

Demonstragéio: i) Observe que i = i~! logo i é homeomorfismo.
Considere a aplicagao ¢, : G — G x G definida por

wg(z) = (x,g). Observe que ¢, é continua, logo as aplicagoes
T +— xg e T — gxr sao continuas.

i1) Segue diretamente de 7).
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iii) Suponha que H é aberto.

< T A



iii) Suponha que H é aberto. Entdo G\H = J,uy Hg ¢ aberto,

it
-
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iii) Suponha que H ¢ aberto. Entao G\H = J,uy Hg € aberto,
logo o complementar de G\ H que ¢é igual a H é fechado.

«O» «F»r «E>» DA™

v



iii) Suponha que H ¢ aberto. Entao G\H = J,uy Hg € aberto,
logo o complementar de G\ H que ¢é igual a H é fechado.
Suponha agora que H ¢ fechado e [G : H] < 00

«O» «F»r «E>» DA™

v



iii) Suponha que H ¢ aberto. Entao G\H = J,uy Hg € aberto,
logo o complementar de G\ H que ¢é igual a H é fechado.

Suponha agora que H ¢ fechado e [G': H| < oo entao J gy Hg
é fechado e H ¢é aberto.

v
[
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iii) Suponha que H ¢ aberto. Entao G\H = J,uy Hg € aberto,
logo o complementar de G\ H que ¢é igual a H é fechado.

Suponha agora que H ¢ fechado e [G': H| < oo entao J gy Hg
é fechado e H ¢é aberto.

Observe que G = gy HgU H.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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iii) Suponha que H ¢ aberto. Entao G\H = J,uy Hg € aberto,
logo o complementar de G\ H que ¢é igual a H é fechado.
Suponha agora que H ¢ fechado e [G': H| < oo entao J gy Hg
é fechado e H ¢é aberto.

Observe que G = Ugg{H Hg|JH. Se G é compacto, por
definigao possui uma subcobertura finita, logo [G : H] é finito.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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iii) Suponha que H ¢ aberto. Entao G\H = J,uy Hg € aberto,
logo o complementar de G\ H que ¢é igual a H é fechado.
Suponha agora que H ¢ fechado e [G': H| < oo entao J gy Hg
é fechado e H ¢é aberto.

Observe que G = Ugg{H Hg|JH. Se G é compacto, por
definigao possui uma subcobertura finita, logo [G : H] é finito.

iv) Observe que H = ;e Uh.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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v) A topologia quociente em G/K ¢é dada por

TBZ{UKU|UCOG

uelU }

v
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v) A topologia quociente em G/K ¢é dada por

TBZ{UKU|UCOG

uelU }

Desta forma, a aplica¢ao ¢ : G — G/K é aberta, isto ¢, leva
conjunto aberto de G em conjunto aberto de G/K.

it
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v) A topologia quociente em G/K ¢é dada por

TBZ{UKU|UCOG

uelU }

Desta forma, a aplica¢ao ¢ : G — G/K é aberta, isto ¢, leva
conjunto aberto de G em conjunto aberto de G/K.
Além disso, dado U C, G temos

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



v) A topologia quociente em G/K ¢é dada por

TBZ{UKU|UCOG

uelU }

Desta forma, a aplica¢ao ¢ : G — G/K é aberta, isto ¢, leva
conjunto aberto de G em conjunto aberto de G/K.
Além disso, dado U C, G temos

uelU

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>

¢ '(|J Euw)= | Ku=KU =
uelU



v) A topologia quociente em G/K ¢é dada por

TBZ{UKU|UCOG

uelU }

Desta forma, a aplica¢ao ¢ : G — G/K é aberta, isto ¢, leva
conjunto aberto de G em conjunto aberto de G/K.
Além disso, dado U C, G temos

uelU

keK
«40)>» «F>r «=»r « > o>

¢ '(|JEw =] Ku=KU= | kU
uelU



v) A topologia quociente em G/K ¢é dada por

TBZ{UKU|UCOG

uelU }

Desta forma, a aplica¢ao ¢ : G — G/K é aberta, isto ¢, leva
conjunto aberto de G em conjunto aberto de G/K.
Além disso, dado U C, G temos

uelU

keK
Resta mostrar que G/K é grupo topolégico.
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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¢ '(|JEw =] Ku=KU= | kU
uelU
Logo g ¢é continua.



A aplicagdo i : G/K — G/K definida por ix(gK) =g 'K é
continua desde que o diagrama abaixo é comutativo.

«O» «F»r «E>» DA™

v



A aplicagdo i : G/K — G/K definida por ix(gK) =g 'K é
continua desde que o diagrama abaixo é comutativo.

A

«O>» «F»r «=)>»

i
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A aplicacao mg : G/K x G/K — G/K definida por

mi (91K, 92K) = g192 K

é continua desde que o diagrama abaixo é comutativo.

«O>» «Fr» «E» < A

it
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A aplicacao mg : G/K x G/K — G/K definida por

mi (91K, 92K) = g192 K

é continua desde que o diagrama abaixo é comutativo.

GxG—2 G
axq q
G/K x G/K™ ~G/K

it
-
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Sejam G um grupo topoldgico compacto, totalmente desconexo e
X um subconjunto fechado de G. Entao
X=[) NX.
NG
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Sejam G um grupo topoldgico compacto, totalmente desconexo e
X um subconjunto fechado de G. Entao

X = ﬂ N X .Particularmente, a intersecao de todos os
NG

subgrupos normais abertos de G € trivial.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Sejam G um grupo topoldgico compacto, totalmente desconexo e
X um subconjunto fechado de G. Entao

X = ﬂ N X .Particularmente, a intersecao de todos os
NG

subgrupos normais abertos de G € trivial.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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v

DA



NG
que g ¢ X. Resta mostrar que existe N <, G tal que g ¢ NX.

«O>» «Fr» «E» < A

Demonstracao: Observe que X C ﬂ NX. Tome g € G tal

it
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NG
que g ¢ X. Resta mostrar que existe N <, G tal que g ¢ NX.

Demonstracao: Observe que X C ﬂ NX. Tome g € G tal

De fato, observe que g € G\ X que ¢é aberto.

«O» «Fr» «E»r» « A
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NG
que g ¢ X. Resta mostrar que existe N <, G tal que g ¢ N.X.
De fato, observe que g € G\X que é aberto.Logo existe N <, G
tal que gN C G\ X, isto é,

Demonstracao: Observe que X C ﬂ NX. Tome g € G tal

gNNX =0.
Portanto g ¢ NX.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



NG
que g ¢ X. Resta mostrar que existe N <, G tal que g ¢ N.X.
De fato, observe que g € G\X que é aberto.Logo existe N <, G
tal que gN C G\ X, isto é,

Demonstracao: Observe que X C ﬂ NX. Tome g € G tal

gNNX =0.
Portanto g ¢ NX.

N<1,G

«40)>» «F>r «=»r « > o>

Observe que X = {1} ¢ fechado em G (desde que G ¢é
Hausdorff). Logo ﬂ N =1



S em G, denotado por C(S), é fechado.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>

Suponha que G é um grupo topolégico Hausdorff.
1) Se S é um subconjunto de G. Mostre que o centralizador de



S em G, denotado por C(S), é fechado.

Suponha que G é um grupo topolégico Hausdorff.
1) Se S é um subconjunto de G. Mostre que o centralizador de

2) Se H & um subgrupo fechado de G provar que Ng(H)

(normalizador de H em G) é um subgrupo fechado.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Suponha que G é um grupo topolégico Hausdorff.

1) Se S é um subconjunto de G. Mostre que o centralizador de
S em G, denotado por C(S), é fechado.

2) Se H & um subgrupo fechado de G provar que Ng(H)
(normalizador de H em G) é um subgrupo fechado.

3) Provar que o fecho de um subgrupo abeliano é abeliano.

«40)>» «F>r «=»r «

DA
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Um conjunto (I, <) é denominado conjunto dirigido se satisfaz
as seguintes condigoes:
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Um conjunto (I, <) é denominado conjunto dirigido se satisfaz
as seguintes condigoes:
a) i <1 para todo i € I,
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Um conjunto (I, <) é denominado conjunto dirigido se satisfaz
as seguintes condigoes:
a) i <1 para todo i € I,

b) i < j e j <k implica i < k para todo 4, j,k € I;

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Um conjunto (I, <) é denominado conjunto dirigido se satisfaz
as seguintes condigoes:
a) i <1 para todo i € I,

b) i < j e j <k implica i < k para todo 4, j,k € I;
c) i Xjeyj=<iimplicai=jparai,j€ I,

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Um conjunto (I, <) é denominado conjunto dirigido se satisfaz
as seguintes condigoes:

a) i <1 para todo i € I,
b) i < j e j <k implica i < k para todo 4, j,k € I;
c) i Xjeyj=<iimplicai=jparai,j€ I,
d) Sei,j €I, existe k € I tal que i,j =< k.

«4O>r «4F>» «=» 4«

it
.
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Um conjunto (I, <) é denominado conjunto dirigido se satisfaz
as seguintes condigoes:

a) i <1 para todo i € I,
b) i < j e j <k implica i < k para todo 4, j,k € I;
c) i Xjeyj=<iimplicai=jparai,j€ I,
d) Sei,j €I, existe k € I tal que i,j =< k.

Os conjuntos N, Z e R com ordem natural, sdo dirigidos.

«40)>» «F>r «=»r « o>

>



Um sistema projetivo (ou inverso) de grupos topologicos

consiste em uma familia {X; | i € I} de grupos topologicos
indexados por um conjunto dirigido

«O>» «Fr» «E» < A

it
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Um sistema projetivo (ou inverso) de grupos topologicos
consiste em uma familia {X; | i € I} de grupos topologicos
indexados por um conjunto dirigido I e uma familia de

homomorfismos continuos ¢;; : X; — X definidos quando i = j
tal que @y = id

v
[
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Um sistema projetivo (ou inverso) de grupos topologicos
consiste em uma familia {X; | i € I} de grupos topologicos
indexados por um conjunto dirigido I e uma familia de

homomorfismos continuos ¢;; : X; — X definidos quando i = j
tal que @ = id e os diagramas:

comutam para todos i = j = k.

«4O>r «4F>» «=» 4«

v
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Sejam I = N com ordem comum, {X; | ¢ € N} uma familia de
grupos finitos e ;11 : X;41 — X; um conjunto de
homomorfismos arbitrarios definidos para ¢ > 1. Definimos

@i = id para cada i € Q;; = ©j41,jPj+2,541 - - - Pii—1 para i > j.
Entao {X;,¢;;} é um sistema projetivo.

«4O>r «4F>» «=» 4«

it
.
[

DA



Sejam G um grupo e I uma familia de subgrupos normais com a

seguinte propriedade: Dados Uy, Us € I existe um subgrupo

V eI tal que V < U; NUs,. Entao I é um conjunto dirigido com
ordem

UV eV U

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Sejam G um grupo e I uma familia de subgrupos normais com a
seguinte propriedade: Dados Uy, Us € I existe um subgrupo

V eI tal que V < U; NUs,. Entao I é um conjunto dirigido com
ordem

UV eV U

Para U <V definimos ¢y : G/V — G/U por
evu(gV) = gU. Entao {G/U, ¢y, I} é um sistema projetivo.

«40)>» «F>r «=»r «

> DAy



Sejam Y um grupo topologico, {X;, ¢;j, I} um sistema projetivo
de grupos topologicos e 1; : Y — X; homomorfismos
continuos.

«40)>» «F>r «=»r « > Q>



Sejam Y um grupo topologico, {X;, ¢;j, I} um sistema projetivo
de grupos topologicos e 1; : Y — X; homomorfismos

continuos.Dizemos que os homomorfismos 1; sdo compativeis se
©ij; = ; sempre que ¢ = j.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Sejam Y um grupo topologico, {X;, ¢;j, I} um sistema projetivo
de grupos topologicos e 1; : Y — X; homomorfismos

continuos.Dizemos que os homomorfismos 1; sdo compativeis se
©ij; = ; sempre que ¢ = j.

y Y x,

X

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Dado um sistema projetivo de grupos topologicos {X;, i, I'},
dizemos que X juntamente com os homomorfismos compativeis
seguinte propriedade universal:

w; : X = X; é um limite inverso do sistema, se satisfazem a

DA

a
n}
v
a
v
a
i
v
a
it
.
[



homomorfismos compativeis,

Sempre que Y é um grupo topoldgico e ¥; : Y — X, sdo

«O>r «Fr « > < > o™



Sempre que Y é um grupo topoldgico e ¥; : Y — X, sdo

homomorfismos compativeis,existe um tinico homomorfismo
continuo ¢ : Y — X de maneira que o diagrama

y-Yox

\ Pi
Vi

X

(2

comuta, isto &, ;1 = ;.

«O>r «4F>» «=>»
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O limite inverso existe e € unico. Precisamente,

a) Se (X', 0!) e (X?,¢?) sio limites inverso de um sistema

projetivo de grupos topoldgicos { X, pij, I} , entdo existe um
isomorfismo continuo @ : X' — X2 de maneira que
©2@ = p} para cada i.

«O>» «4Fr «=r «=)» A



Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topologicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Existéncia e unicidade

Teorema 4.7
O limite inverso existe e € unico. Precisamente,

a) Se (Xl,cp}) e (X{gp%) sao limites inverso de um sistema
projetivo de grupos topoldgicos {X;, pij, I} , entao existe um
isomorfismo continuo @ : X' — X? de maneira que
cp?gb = goz-l para cada 1.

b) Seja

X = {(z:) € [[ Xi | wis(:) = 5,4 = 5}
i€l
e i = (m)|x (mi € a aplicagao projecao). Entao (X, p;) €
um limite projetivo de {X;, pij,1}.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



Demonstragao: a) A propriedade universal de (X L gozl)
aplicado a familia <p? de aplicagoes compativeis garante a

existéncia de um homomorfismo continuo ¢! tal que o diagrama

«O>r «Fr « > < > o™



Demonstragao: a) A propriedade universal de (X L gozl)
aplicado a familia <p? de aplicagoes compativeis garante a

existéncia de um homomorfismo continuo ¢! tal que o diagrama

1
i
é Comutativo.

«O>r «Fr <

DA




Por outro lado, a propriedade universal de (X 2 4,012) aplicado a
familia <p} de aplicagoes compativeis garante a existéncia de um
homomorfismo continuo ¢? tal que o diagrama

«Or «Fr o« > < > A



Por outro lado, a propriedade universal de (X 2 4,012) aplicado a
familia 4,011 de aplicagoes compativeis garante a existéncia de um
homomorfismo continuo ¢? tal que o diagrama

é comutativo.

«0O)>» «F»
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Observe que p'¢? : X! — X! 6 um isomorfismo tal que

é comutativo.

«O>r «Fr «
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Observe que p'¢? : X! — X! 6 um isomorfismo tal que

1,2
X1 rr xt
1
(pA
1 3

Xi
¢ comutativo.Todavia a aplicacdo id : X' — X! também tem

essa propriedade, logo pela unicidade segue que p'¢? = idy1.
Similarmente ¢2p! = idyo2.

«O>r «4F>» «=>»

<

it
.

DA



b) Iremos mostrar que X juntamente com as aplicagoes

projecoes m; : X — X; satisfazem a propriedade universal.

«O>r «Fr « > < > o™



b) Iremos mostrar que X juntamente com as aplicagoes
projecoes m; : X — X; satisfazem a propriedade universal.

Considere uma familia de homomorfismos continuos
;1 Y — X; definidos para i € I. Devemos mostrar que existe

um tnico homomorfismo continuo v tal que o diagrama abaixo
é comutativo.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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b) Iremos mostrar que X juntamente com as aplicagoes

projecoes m; : X — X; satisfazem a propriedade universal.

Considere uma familia de homomorfismos continuos
;1 Y — X; definidos para i € I. Devemos mostrar que existe

um tnico homomorfismo continuo v tal que o diagrama abaixo
é comutativo.

y-Yox

W\A%‘

X

T

«0)>» «F»r « =
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Dado y € Y defina v(y) := (v3(y))ier-

«O» «Fr «=)» = = A



(%i(y))ier € X desde que

Dado y € Y defina 9(y) := (¢i(y))icr. Observe que

©ijvi(y) = ¥;(y), sempre que i > j.

«O>» «Fr «=» (=) E DA



Dado y € Y defina 9(y) := (¢i(y))icr. Observe que
(¥i(y))ier € X desde que

©ijvi(y) = ¥;(y), sempre que i > j.

Note que ¢ é um homomorfismo continuo desde que a

composi¢ao com cada projegao é um homomorfismo continuo,

isto é, w1 = 1); para todo i € I. Além disso, ;1) = 9; para
todo ¢ € I.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Dado y € Y defina 9(y) := (¢i(y))icr. Observe que
(¥i(y))ier € X desde que

©ijvi(y) = ¥;(y), sempre que i > j.

Note que ¢ é um homomorfismo continuo desde que a
composi¢ao com cada projegao é um homomorfismo continuo,

isto é, m;1) = 1; para todo i € I. Além disso, @;9 = 1; para
todo i € I.

Resta mostrar a unicidade de .

«40)>» «F>r «=»r «
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i = ; para cada i € I.

Se ¢’ : Y — X é um homomorfismo continuo que satisfaz

«O> «Fr «Er <= DA



Se ¢’ : Y — X é um homomorfismo continuo que satisfaz
i)' = 1); para cada i € I. Tome y € Y e observe que:

V' (y) = (@it (v))ier = (Wi(y))ier = ¥ (y)

«O>» «Fr» «E» < A
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V'(y) = (pid"(y))ier = Wi(y))ier = ¥(y)
Portanto ¢’ = ).

it
-

«O» «Fr» «E»r» « A

Se ¢’ : Y — X é um homomorfismo continuo que satisfaz
i)' = 1); para cada i € I. Tome y € Y e observe que:



Se ¢’ : Y — X é um homomorfismo continuo que satisfaz
i)' = 1); para cada i € I. Tome y € Y e observe que:

V'(y) = (pid"(y))ier = Wi(y))ier = ¥(y)
Portanto ¢’ = ).

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Um grupo G é dito profinito se é igual ao limite inverso de um
sistema projetivo de grupos finitos.
«O>r «Fr « > < > o>



Um grupo G é dito profinito se é igual ao limite inverso de um
sistema projetivo de grupos finitos.

Cada grupo finito do sistema inverso é considerado um grupo
topoldgico com topologia discreta.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Seja p um primo qualquer. Considere o sistema inverso de
grupos finitos (aneis finitos)

{Z/an’ Pnm, N}

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja p um primo qualquer. Considere o sistema inverso de
grupos finitos (aneis finitos)

{Z/ana Qonma N}

onde @pm @ Z/p"Z — Z/p™Z é o epimorfismo definido por

Sonm(m +an) =T+ me
sempre que 1. > m.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Ent 5:0

«Or «Fr «=>» .

Zp = im Z/p"Z




|
Entao
Z, = lm Z/p"Z
neN

pode ser identificado como o conjunto de todas as sequéncias
(classes de equivaléncia) de nameros inteiros

+o00
(an) = (a1,a2,a3,...) € H Z]p"Z
n=1
tal que a,, = a,, mod p™ sempre que n > m.

«Or «Fr «=» « > o>



De fato, observe que

neN

Zp ={(an) € H Z[p"L | ¢nm(an) = am,n = m}.

it
-
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De fato, observe que

neN

Zp ={(an) € H Z[p"L | ¢nm(an) = am,n = m}.

Segue que Ypm(an) = am < an +p"Z = ay + "2 S ay = an,
mod p™, sempre que n > m.

«O» «Fr» «E»r» « A
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Seja { X, pij} wm sistema projetivo de grupos topoldgicos e
X = ]{iLnieI X;. Entao:

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Seja { X, pij} wm sistema projetivo de grupos topoldgicos e
X = @ieI X;. Entao:

i) Se cada X; é Hausdorff, entao X € fechado em [[;c; Xi;

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Seja { X, pij} wm sistema projetivo de grupos topoldgicos e
X = @ieI X;. Entao:

i) Se cada X; é Hausdorff, entao X € fechado em [[;c; Xi;
nao vazio;

ii) Se cada X; € nao vazio, compacto e Hausdorff entao X é

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Seja { X, pij} wm sistema projetivo de grupos topoldgicos e
X = @ieI X;. Entao:
i) Se cada X; é Hausdorff, entao X € fechado em [[;c; Xi;

ii) Se cada X; € nao vazio, compacto e Hausdorff entao X é
nao vazio;

iii) Os conjuntos @; *(U) comi €1 eU C, X; formam uma
base para a topologia em X ;

«0O0)>» «F»r «=>»

< > DAy



I ——
iv) Se Y é um subconjunto de X satisfazendo ¢;(Y’) = X; para
todo ¢ € I, entao Y é denso em X;
«4O>r «4F>» «=» 4« » o>
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iv) Se Y é um subconjunto de X satisfazendo ¢;(Y’) = X; para
todo ¢ € I, entao Y é denso em X;

v) Sejam Y um espago topologico. Uma aplicagao 6 : Y — X
é continua se, e somente se, cada aplicagao ;0 é continua.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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XijZ{

x=(z;) € HXz | pijmi(z) = mj(x)

Demonstragio: i) Tome i,j € I tal que i > j e defina:

il

}

it
-
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X,z{

x=(z;) € HXz | wijmi(z) = m;(x)
icl
(X = X.

Pela Proposigao 2.15, iv) temos que X;; é fechado em [[,.; X e
i>j

«O» «Fr» «E»r» « A

Demonstragio: i) Tome i,j € I tal que i > j e defina:

3



X,z{

r=(z;) € [[Xi | pijmi(z) = 7Tj(%)}
el
Pela Proposigao 2.15, iv) temos que X;; é fechado em [[,.; X e
ﬂ X;; = X. Portanto X ¢é fechado em HX’
i>j icl

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>

Demonstragio: i) Tome i,j € I tal que i > j e defina:



compacto logo X é compacto.

Demonstragao: ii) Como X; é compacto, segue que HXi é

«Or «Fr « A
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Demonstragao: ii) Como X; é compacto, segue que HXi é

compacto logo X é compacto. Suponha que X = (.

el

«O>» «Fr» «E» < A
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Demonstragao: ii) Como X; é compacto, segue que HXi é

iel
compacto logo X é compacto. Suponha que X = (). Como
Ni> y X;j = X segue da propriedade da intersegao finita (ver

Proposigao 2.13) que existem indices i1, j1, ..., i, jn € I tal que
n
ﬂ X'L'rajr = @-
r=1

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Demonstragao: ii) Como X; é compacto, segue que HXi é
el
compacto logo X é compacto. Suponha que X = (). Como
(i>; Xij = X segue da propriedade da interse¢ao finita (ver
Proposigao 2.13) que existem indices i1, j1, ..., i, jn € I tal que
n
ﬂ X'L'rajr = @-
r=1

Como I é um conjunto dirigido existe k € I, tal que
k>4, 01,y tn, Jn-

«40)>» «F>r «=»r « o>
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Demonstragao: ii) Como X; é compacto, segue que HXi é
i€l

compacto logo X é compacto. Suponha que X = ). Como

ﬂiz j Xij = X segue da propriedade da intersegao finita (ver

Proposigao 2.13) que existem indices i1, j1, .. .,in, jn € I tal que
n
ﬂ Xirvj'r' = @
r=1

Como I é um conjunto dirigido existe k € I, tal que

k> 1,71, ,in, jn. Escolha xj € X} e defina z; := g (xy)
para | < k para as outras entradas tome elementos arbitrarios e
construa & = (..., xy, ..ok, ...).

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topolégicos

Limite Inverso
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Demonstragao: ii) Como X; é compacto, segue que HXi é
i€l

compacto logo X é compacto. Suponha que X = ). Como

ﬂiz j Xij = X segue da propriedade da intersegao finita (ver

Proposigao 2.13) que existem indices i1, j1, .. .,in, jn € I tal que
n
ﬂ Xirvj'r' = @
r=1

Como I é um conjunto dirigido existe k € I, tal que

k> 1,71, ,in, jn. Escolha xj € X} e defina z; := g (xy)
para | < k para as outras entradas tome elementos arbitrarios e
construa = = (..., 2, .2, ...).Logo « € ()_; X, j,. Contradigao.
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Demonstracao:

i#i

«O» «F»r «E>» DA™

el

v

temos que H X; x U é um aberto bésico de H X;.

iii) Pela definigao da topologia produto, para cada U C, X;



Demonstracao:

i#i

iii) Pela definigao da topologia produto, para cada U C, X;
temos que H X; x U é um aberto bésico de H X;. Portanto

JFi

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>

el
el ) =[x xU)nx
é aberto basico de X.



U C X; temos que

eiY)NU #0

«O>» «Fr» «E» < A

Demonstragao: iv) Para cada i € I e cada aberto nao vazio

it
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U C X; temos que

logo Y N; 1(U) # 0.

«O» «F»r «E>» DA™

eiY)NU #0

v

Demonstragao: iv) Para cada i € I e cada aberto nao vazio



U C X; temos que

Demonstragao: iv) Para cada i € I e cada aberto nao vazio

ei(Y)NU #0
logo Y N; H(U) # . Suponha que Y # X. Logo Y* ¢ aberto
nao vazio de X.

«O» «Fr» «E»r» « A
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Demonstragao: iv) Para cada i € I e cada aberto nao vazio
U C X; temos que

eiY)NU #0

logo Y N; 1(U) # 0. Suponha que Y # X. Logo Y ¢ aberto
nao vazio de X.

Segue por 7ii) que existe i € I e V C, X; nao vazio tal que
-1 57C
Pi (V)ycy.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Demonstragao: iv) Para cada i € I e cada aberto nao vazio
U C X, temos que

ei(Y)NU #0
logo Y N; 1(U) # 0. Suponha que Y # X. Logo Y ¢ aberto
nao vazio de X.

Segue por 7ii) que existe i € I e V C, X; nao vazio tal que
¢; 1 (V) C Y* . Desta forma temos ¢; (V) NY = ) que gera uma
contradigao.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Demonstragao: iv) Para cada i € I e cada aberto nao vazio
U C X, temos que

ei(Y)NU #0
logo Y N; 1(U) # 0. Suponha que Y # X. Logo Y ¢ aberto
nao vazio de X.

Segue por 7ii) que existe i € I e V C, X; nao vazio tal que
¢; 1 (V) C Y* . Desta forma temos ¢; (V) NY = ) que gera uma
contradi¢ao.Portanto ¥ = X.

«4O>r «4F>» «=» 4«
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Demonstragio: v) (=) é Obvia.

«O>r «Fr « o™



Demonstragio: v) (=) é Obvia.

(<) Suponha ;0 é continua.

1O 4T < = D



Demonstragio: v) (=) é Obvia.

(<) Suponha ;0 é continua. Entao para cada i € I e cada

aberto U de X; o conjunto 6~ (¢; H(U)) = (p:0)"1(U) & aberto

«O>» «Fr» «E» < A
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Demonstrag¢ao: v) (=) é 6bvia.

(<) Suponha ;0 é continua. Entao para cada i € I e cada

aberto U de X; o conjunto 6~ (¢; H(U)) = (p:0)"1(U) é aberto.
O resultado segue pelo item 7).

«O>» «Fr «=)>» 4
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Seja G um grupo topoldgico, entdo as sequintes condigoes sGo
equivalentes.
(a) G € um grupo profinito;

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Seja G um grupo topoldgico, entdo as sequintes condigoes sGo
equivalentes.
(a) G € um grupo profinito;

(b) G é isomorfo a um subgrupo fechado do produto direto de
grupos finitos;

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja G um grupo topoldgico, entdo as sequintes condigoes sGo
equivalentes.

(a) G € um grupo profinito;

(b) G é isomorfo a um subgrupo fechado do produto direto de
grupos finitos;

(c) G € compacto e (oo N =1;

«40)>» «F>r «=»r «
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Seja G um grupo topoldgico, entdo as sequintes condigoes sGo
equivalentes.

(a) G € um grupo profinito;

(b) G é isomorfo a um subgrupo fechado do produto direto de
grupos finitos;

(c) G € compacto e (oo N =1;

(d) G € compacto e totalmente desconexo.

«40)>» «F>r «=»r «

it
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Demonstragao: (a) = (b) Segue da Proposicao 5.4, ).

it
-
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Demonstragao: (a) = (b) Segue da Proposicao 5.4, ).

iel

«O» «Fr» «E»r» « A

(b) = (c) Pela Proposigao 2.12, ¢) segue que H G; é compacto e

pela Proposigao 2.15, i) segue que G é compacto.
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Demonstragao: (a) = (b) Segue da Proposicao 5.4, ).

(b) = (c) Pela Proposigao 2.12, ¢) segue que H G; é compacto e
el
pela Proposigao 2.15, i) segue que G é compacto.

Considere K; = Ker(m;) onde

T . HG, — Gz
el

é a aplicacao projecao.

«4O>r «4F>» «=» 4«

it
.
[

DA



Demonstragao: (a) = (b) Segue da Proposicao 5.4, ).

(b) = (c) Pela Proposigao 2.12, ¢) segue que H G; é compacto e
el
pela Proposigao 2.15, i) segue que G é compacto.

Considere K; = Ker(m;) onde

T . HGZ — Gz
el
é a aplicacao projecao. Tome N; = K; N G. Como K; <, Hz’e] G;
segue que N; <, G, além disso, NjerK; =1

«4O>r «4F>» «=» 4«

>
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Demonstragao: (a) = (b) Segue da Proposicao 5.4, ).

(b) = (c) Pela Proposigao 2.12, ¢) segue que H G; é compacto e
el
pela Proposigao 2.15, i) segue que G é compacto.

Considere K; = Ker(m;) onde

T . HGZ — Gz
el
¢ a aplicagao projecao. Tome N; = K; N G. Como K; <, [[;c; G
segue que N; <, G, além disso, N;erK; = 1 logo NijerN; = 1.

«4O>r «4F>» «=» 4«

>
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Demonstragao: (c) = (d) Considere o sistema inverso
{G/N | N <, G}. Defina o homomorfismo

por ¢(g) = (9V)Na,G-

«O» «F»r «E>» DA™

t:G— @G/N

N<a,G

v



Demonstragao: (c) = (d) Considere o sistema inverso
{G/N | N <, G}. Defina o homomorfismo

t: G — lim G/N
N<,G
é continua.

por ¢(g9) = (9N )nq,c- Pela Proposicao 5.4, item v) temos que ¢

«O» «Fr» «E»r» « A
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Demonstragao: (c) = (d) Considere o sistema inverso
{G/N | N <, G}. Defina o homomorfismo

t: G — lim G/N
NG
por ¢(g9) = (9N )nq,c- Pela Proposicao 5.4, item v) temos que ¢

¢ continua. Por outro lado, segue da Proposigao 5.4, item %)

que ¢(G) é denso em @Nq a G/N, como G é compacto, segue
que ¢(G) é fechado.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Demonstragao: (c) = (d) Considere o sistema inverso
{G/N | N <, G}. Defina o homomorfismo

t: G — lim G/N
NG

por ¢(g9) = (9N )nq,c- Pela Proposicao 5.4, item v) temos que ¢
¢ continua. Por outro lado, segue da Proposigao 5.4, item %)

que ¢(G) é denso em @Nqo a G/N, como G é compacto, segue
que ¢(G) é fechado. Portanto

uG) =

lim G/N.
N<4,G

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Demonstragao: (c) = (d) Considere o sistema inverso
{G/N | N <, G}. Defina o homomorfismo

t: G — lim G/N
NG

por ¢(g9) = (9N )nq,c- Pela Proposicao 5.4, item v) temos que ¢
¢ continua. Por outro lado, segue da Proposigao 5.4, item %)

que ¢(G) é denso em @Nqo a G/N, como G é compacto, segue
que ¢(G) é fechado. Portanto

uG) =

lim G/N.
N<4,G

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Para mostrar que ¢ é injetora, tome g € G tal que g # 1. Tome
N <, G tal que g ¢ N, segue que ¢(g) # 1.

it
-
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Concluimos assim que

Para mostrar que ¢ é injetora, tome g € G tal que g # 1. Tome
N <, G tal que g ¢ N, segue que t(g) # 1

G= lim G/N.

N<,G

«O>» «Fr» «E» < A
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Concluimos assim que

Para mostrar que ¢ é injetora, tome g € G tal que g # 1. Tome
N <, G tal que g ¢ N, segue que ¢(g) # 1.

G= lim G/N.

N<,G

Como cada G/N é totalmente desconexo segue da Proposigao
2.12, b) que [[y, ¢ G/N ¢ totalmente desconexo, logo
@ Na.G G/N ¢ totalmente desconexo.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Demonstragao: (d) = (a) Como G & compacto e totalmente

desconexo, pela Proposigao 37 a colegao de subgrupos normais
abertos de GG possui intersegao trvial.

it
-
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Demonstragao: (d) = (a) Como G & compacto e totalmente

desconexo, pela Proposigao 37 a colegao de subgrupos normais
abertos de G possui intersecao trvial. Segue que

G= lim G/N.

N<,G

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Seja G um grupo profinito, entao:
(a) Todo grupo quociente G/K, onde K <. G, é um grupo
profinito;
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Seja G um grupo profinito, entao:

(a) Todo grupo quociente G/K, onde K <. G, é um grupo
profinito;

(b) O produto direto [[;.; Gi de qualquer cole¢ao {G; | i € I}

de grupos profinitos com topologia produto € um grupo
profinito;

it
v



Seja G um grupo profinito, entao:

(a) Todo grupo quociente G/K, onde K <. G, é um grupo
profinito;

(b) O produto direto [[;.; Gi de qualquer cole¢ao {G; | i € I}
de grupos profinitos com topologia produto € um grupo
profinito;

(¢) Um subgrupo H de G com topologia induzida € profinito se,
e somente se, H € fechado.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Demonstragao: (a) Segue da Proposi¢ao 37 que
profinito.

U<,G

«O>» «Fr» «E» < A

K =(\yq,q KU. Portanto G/K = lim G/KU logo G/K ¢

it
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Demonstragao: (a) Segue da Proposi¢ao 37 que
profinito.

K =(\yq,q KU. Portanto G/K = lim G/KU logo G/K ¢
U<oG

icJ

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>

(b) Segue da Proposic¢ao 2.12 que H G; é compacto e

totalmente desconexo, logo é profinito.



fechado.

Demonstragao: (c) Se H é fechado, H é compacto e totalmente
desconexo, entao H é profinito. Se H é compacto entao H é

«O>» «Fr» «E» < A

>



Sejam G um grupo abstrato e N a cole¢ao dos subgrupos
normais N < G tal que G/N ¢ finito.

it
-
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Sejam G um grupo abstrato e N a cole¢ao dos subgrupos
normais N <G tal que G/N é finito.Observe que N é um
conjunto parcialmente ordenado pela inclusao:

Ny < Nj.

«O» «Fr» «E»r» « A

Dados N1, Ny € N, temos que N; < N» se, e somente se,
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Sejam G um grupo abstrato e N a cole¢ao dos subgrupos
normais N <G tal que G/N é finito.Observe que N é um
conjunto parcialmente ordenado pela inclusao:

Dados N1, Ny € N, temos que N; < N» se, e somente se,
Ny < Nj.

Portanto G serd um grupo topolédgico se considerarmos

7w ={9gN | NeN,geG}

uma base para a topologia em G (topologia profinita).
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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natural

«O» «F»r «E>» DA™

ONM G/N — G/M

v

Tome M, N € N tal que N = M. Considere o epimorfismo



natural

finitos.

Tome M, N € N tal que N = M. Considere o epimorfismo

ONM G/N — G/M
Entao {G/N, pnar} define um sistema inverso de grupos grupos

«O» «Fr» «E»r» « A

it
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natural

Tome M, N € N tal que N = M. Considere o epimorfismo

ONM : G/N — G/M

finitos. O completamento profinito de G com respeito a essa
toplogia é definido da seguinte maneira:

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>

Entao {G/N, pnar} define um sistema inverso de grupos grupos



natural

Tome M, N € N tal que N = M. Considere o epimorfismo

ONM : G/N — G/M

toplogia é definido da seguinte maneira:

Entao {G/N, pnar} define um sistema inverso de grupos grupos
finitos. O completamento profinito de G com respeito a essa

G = lim G/N

NeN

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Observe que existe um homomorfismo continuo natural

G — G

induzido pela epimorfismo natural

N : G — G/N
a saber (g) = (¢N)nen-

i
it
-
[

(N eN)

«O>» «F»r «=)>»

DA



Observe que existe um homomorfismo continuo natural

L:G— G
induzido pela epimorfismo natural

N : G — G/N (N eN)

~

a saber t(g) = (¢N)nen. Além disso ¢(G) é um subconjunto

¢é residualmente finito.

NeN

«40)>» «F>r «=»r « > o>

denso em G e ¢ é injetiva se, e somente se, ﬂ N =1, isto é, G



Se G é um grupo finito entao a topologia profinita em G ¢é igual
a topologia discreta, além disso,

«O0)>» «Fr «=Z)r «=)» = o>
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Se G é um grupo finito entao a topologia profinita em G ¢é igual
a topologia discreta, além disso, G = G.

«O0)>» «Fr «=Z)r «=)» = o>
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Se G é um grupo finito entao a topologia profinita em G ¢é igual
a topologia discreta, além disso, G = G. Em outras palavras,

todo grupo finito é grupo topologico com topologia discreta e
grupo profinito também.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Sejam G um grupo e N a colecdo de todos os subgrupos normais
de indice finito em G. Considere o homomorfismo continuo
natural

G — G

definido por 1(g) = (9N)nen- Assim a sequinte propriedade
universal € satisfeita:

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topologicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Propriedade universal

Lemma 6.2

Sejam G um grupo e N a colegao de todos os subgrupos normais
de indice finito em G. Considere o homomorfismo continuo
natural

LG — G

definido por 1(g) = (gN)nen- Assim a sequinte propriedade
universal € satisfeita:

Sejam H um grupo profinito e ¢ : G — H um homomorfismo
continuo. Entdao existe um homomorfismo continuo @ : G—H
tal que pL = .

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos
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Demonstragao: Seja ¢ : G — H um homomorfismo continuo
sobre um grupo profinito H. Considere também o conjunto

U={U|U<, H}. Para cada U € U defina Ny = ¢~ 1(U)

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



e Yy onde

é a projegao natural, e

Existe uma composi¢ao natural de homomorfismos continuos 7

WUCG—>G/NU

’(bU : G/NU — H/U
Yu(gNu) = ¢(g)U. Para tanto, defina ¢y, = Yymy.

«O» «Fr» «E»r» « A
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e Yy onde

Existe uma composi¢ao natural de homomorfismos continuos 7

Uy - G — G/NU
é a projegao natural, e

’(bU : G/NU — H/U
Yu(gNu) = ¢(g)U. Para tanto, defina ¢y, = Yymy.

ony G — G/Ny — H/U

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



Considere o conjunto de aplicacoes ¢y, (U € U) que sao
compativeis, logo definem um homomorfismo continuo

¢:G— lim H/U = H
Ueld

«O>» «Fr» «E» < A
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Considere o conjunto de aplicacoes ¢y, (U € U) que sao
compativeis, logo definem um homomorfismo continuo

¢:G— lim H/U = H
veld
tal que Ty P = N, onde

Ty H— H/U
é a projecao natural.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = Q>



Considere o conjunto de aplicacoes ¢y, (U € U) que sao
compativeis, logo definem um homomorfismo continuo

¢:G— lim H/U = H
veld
tal que Ty P = N, onde

Ty H— H / U
é a projecao natural. Desta forma temos que

ou(g) = ¢((gU)ven) = »(g) para todo g € G.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Considere o conjunto de aplicacoes ¢y, (U € U) que sao
compativeis, logo definem um homomorfismo continuo

¢:G— lim H/U = H
veld
tal que Ty P = N, onde

Ty H— H / U
é a projecao natural. Desta forma temos que

ou(g) = o((9U)ven) = ¢(g) para todo g € G.Logo ¢t = .

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Sejam G um grupo profinito e X um subconjunto de G.

Dizemos que X gera G topologicamente se G = (X). Um grupo
profinito G é dito finitamente gerado se G contém um
subconjunto X finito que gera G.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Sejam G um grupo profinito e X um subconjunto de G.

Dizemos que X gera G topologicamente se G = (X). Um grupo
profinito G é dito finitamente gerado se G contém um
subconjunto X finito que gera G.

Se G' é um grupo profinito finitamente gerado entdo denotamos

por d(G) a cardinalidade do menor conjunto que gera G
topologicamente.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Introdugao
Espacgos Topologicos

Grupos Topologicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Definigao 7.1

Sejam G um grupo profinito ¢ X um subconjunto de G.

Dizemos que X gera G topologicamente se G = (X). Um grupo
profinito G é dito finitamente gerado se G contém um
subconjunto X finito que gera G.

Notagao 7.2

Se G é um grupo profinito finitamente gerado entao denotamos
por d(G) a cardinalidade do menor conjunto que gera G
topologicamente.

Exemplo 7.3

Observe que Z ¢ um grupo profinito 1-gerado.

e-mail:vrbessa@gmail.com Introdugao aos Grupos Profinitos



(Propriedade de Hopf) Seja G wm grupo profinito finitamente
gerado e ¢ : G — G um epimorfismo, entao ¢ € um
isomorfismo.
«O0)>» «Fr «=Z)r «=)» = o>
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(Propriedade de Hopf) Seja G wm grupo profinito finitamente
gerado e ¢ : G — G um epimorfismo, entdo @ € um
isomorfismo.
Seja {Gi, pi, I} um sistema inverso de grupos finitos
sobrejetor.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Teorema 7.4

(Propriedade de Hopf) Seja G um grupo profinito finitamente
gerado e @ : G — G um epimorfismo, entdo @ € um
1somorfismo.

Teorema 7.5

Seja {Gi, pi, I} um sistema inverso de grupos finitos
sobrejetor. Defina

G =limG;.

=y

€

Entao d(G) < oo se, e somente se, {d(G;) | i € I} € um
congunto limitado; neste caso existe existe ig € I tal que
d(G) = d(Gi,) para cada j > ig.

=
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Sejam G e H grupos profinitos finitamente gerados e considere
v:G— H
um epimorfismo continuo.
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
~ c-mailivtbessa@gmail.com  Introdugdo aos Grupos Profinitos



Sejam G e H grupos profinitos finitamente gerados e considere
v:G— H

um epimorfismo continuo.Assuma que d(G) < d e sejam
21, ..., 2q elementos de H (possivelmente com repeticao) que

geram H. Entao existem g1, ...,gq em G tal que G = (g1, ..., 94)
e (g;) = z; para todo i =1,...,d.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Seja G um grupo profinito finitamente gerado e U um subgrupo
aberto de G. Entio U € finitamente gerado.

«O>» «Fr «=»r 4« 3 o>
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Seja G um grupo topoldgico residualmente finito. Identificamos
G no seu completamento profinito G. Se X representa o fecho
de X CG em G.
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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Seja G um grupo topoldgico residualmente finito. Identificamos
G no seu completamento profinito G. Se X representa o fecho
de X C G emG.

a) Considere

\If:{N|N§0G}—>{U|U§0@}
fecho H em G.

a aplicagao que leva cada subgrupo aberto H de G no seu

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



Introdugao

Espagos Topologicos

Grupos Topologicos

Limite Inverso

Grupos Profinitos

Completamento Profinito

Grupos Profinitos Finitamente Gerados

Teorema 7.8

Seja G um grupo topoldgico residualmente finito. Identificamos
G no seu completamento profinito G. Se X representa o fecho
de X CG emG.

a) Considere
\I/:{N\NSOG}—>{U|U§D@}
a aplicagao que leva cada subgrupo aberto H de G no seu

fecho H em G. Entio U ¢ > bijetora e sua inversa € dada por
LU= GNU, em particular UNG = U.
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|
b) A aplicacao U leva subgrupo normal de G para subgrupo
normal de G.
«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>
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I ——
b) A aplicagao W leva subgrupo normal de G para subgrupo
normal de G.
c) Se HHK € {N | N <, G} e H < K entao

[K:H]=[K:H].

Além disso, se H <K vale H/K ~ H/K.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



I ——
b) A aplicagao W leva subgrupo normal de G para subgrupo
normal de G.
c) Se HHK € {N | N <, G} e H < K entao

[K:H]=[K:H].

Além disso, se H <K vale H/K ~ H/K.

d) Se HHK € {N | N<,G}entio HNK = HNK.

«40)>» «F>r «=»r « > o>



Sejam G1 e Ga grupos abstratos finitamente gerados. Suponha
que G1 e Go tenham os mesmos quocientes finitos, isto é,

{Gl/N | N<lf Gl} = {G2/N | N<1f Gz}

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>



{Gl/N | N<lf Gl} = {G2/N | N<1f Gz}
EntdoC/}’\l %’(/}\2.

«4O0>» «F>r «=r «E)» = o>

Sejam G1 e Ga grupos abstratos finitamente gerados. Suponha
que G1 e Go tenham os mesmos quocientes finitos, isto é,
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