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Resumo

RODRIGUES, Débora Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Julho,
2013. Projetivo de Curvatura em pontos de uma 3-Variedade. Orienta-

dora: Simone Maria de Moraes.

Neste trabalho fazemos um estudo do projetivo de curvatura em um ponto de
uma 3-variedade imersa em R", n > 4, tendo como base a tese de de R. R.
Binotto [1]. Analisamos os diferentes tipos de superficies que descrevem o proje-
tivo, mostramos que este pode ser descrito como um isomorfismo da superficie de
Veronese de ordem 2 seguido de uma transformacao linear e de uma translagao.
Também relacionamos os tipos de pontos da 3-variedade com a degenericidade do
projetivo no espaco normal. Finalizamos o estudo analisando o locus de curvatura
em pontos de uma n-variedade imersa em codimensao 2, de acordo com [14], ap-
resentamos alguns exemplos, analisando algumas propriedades geométricas do
locus de curvatura e comentamos alguns resultados relacionados a geometria de

uma 3-variedade em codimensao 2.
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Abstract

RODRIGUES, Débora Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Julho,
2013. Projective Locus Plane at points of a 3-Manifolds. Orientadora:

Simone Maria de Moraes.

In this work we study of the curvature projective plane at a point of a 3-manifold
immersed in R™ n > 4, based one the thesis of R. R. Binotto [1]. We analyzed the
different types of surfaces that describe the projective. We show that it can to
be described as an isomorphism of the Veronese’s surface of order 2 followed by a
linear transformation and a translation. We also relate the types of a point on a
3-manifold with the degenericity of projective in the normal space. We conclude
this study by analyzing the curvature locus of points in a n-manifold immersed
in codimension 2, according to [14]. We present some examples, analyzing a few
geometric properties of the curvature locus and comment on some results related

to the geometry of a 3-manifold in codimension 2.
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Introducao

No estudo de imersoes de superficies em codimensao > 2 surge um conceito
muito interessante, a saber, a elipse de curvatura. Ela é descrita pelo lugar
geométrico de todos os extremos dos vetores de curvatura das seccoes normais
ao longo das direcoes tangentes a superficie no ponto considerado, ou seja, é a
imagem no espacgo normal do circulo unitario do plano tangente pela segunda
forma fundamental.

O conceito de elipse de curvatura foi introduzido por K. Kommerell no ar-
tigo [9] e depois estudado por J. Little em [10] onde faz uma andlise detalhada,
caracterizando propriedades geométricas de superficies em R* em termos desta
elipse e mostrando que a generalizacao desta para variedades é uma variedade de
Veronese ou uma proje¢ao de uma Veronese.

No trabalho de S. M. Moraes, M. C. Romero Fuster e F. Sanchez Bringas
em [13] a elipse de curvatura é utilizada, como ferramenta bdsica, associada a
técnicas da Teoria de Singularidades, para obter informacoes sobre a geometria
local de superficies imersas em espacos euclidianos em codimensao maior ou igual
a 2.

Considerando que a elipse de curvatura esta diretamente relacionada com a
segunda forma fundamental da superficie e que esta dd origem a importantes
propriedades na geometria extrinseca de subvariedades imersas em espagos eu-
clidianos relacionadas ao comportamento da parte quadratica das imersoes, al-
guns autores buscaram generaliza-la, como citado acima encontramos a primeira
generalizacao no trabalho de Little ([10]).

Recentemente encontramos trabalhos que generalizam o conceito de elipse de
curvatura para variedades, a saber:

1. A tese “Projetivo de Curvatura” de Rosane Binotto ([1]) de 2008, trabalho
em que € definido o projetivo de curvatura, mostrando que é uma superficie
de Veronese, construindo exemplos, como o caso em que o projetivo é uma
superficie de Steiner. Também sao obtidos resultados quanto a geometria
local da variedade em funcgao do tipo de projetivo de curvatura.

2. O artigo “Contact properties of codimension 2 submanifolds with flat normal
bundle”, de Nuno Ballesteros e Romero Fuster ([14]), de 2010, no qual
¢ introduzido o conceito de locus de curvatura de uma variedade imersa
em codimensao 2 e sao obtidos resultados a partir da anélise do locus de
curvatura em pontos da variedade.



3. O artigo “Curvature locus and principal configurations of submanifolds of
Fuclidean space”, de J. J. Nuno Ballesteros, M. C. Romero Fuster e F.
Sdnchez Bringas ([15]), preprint de 2012, onde sao estudadas relagoes entre
propriedades do locus de curvatura de uma subvariedade imersa em um
espaco euclidiano e a existéncia de campos normais umbilicos e campos
normais quase-umbilicos.

Nesta dissertacao estudamos o projetivo de curvatura em pontos de uma 3-
variedades.

Assim, comecamos o Capitulo 1 com os conceitos basicos de Geometria Difer-
encial e em seguida introduzimos o conceito de elipse de curvatura em uma su-
perficie imersa em R"™, n > 4, a expressao geral e alguns exemplos. Finalizamos
o capitulo com um resultado que associa o tipo de ponto da superficie com a
degenericidade ou nao da elipse de curvatura neste ponto.

No Capitulo 2 estudamos detalhadamente a superficie de Veronese de ordem
2 e as superficies de Steiner que serao utilizadas nos capitulos subsequentes.

O projetivo de curvatura em pontos de uma 3-variedade é introduzido no
Capitulo 3, onde apresentamos as expressoes deste projetivo em funcao do tipo
de parametrizagao considerada. Mostramos que o projetivo de curvatura em um
ponto de uma 3-variedade esta relacionado com superficies de Steiner e com a
superficie de Veronese de ordem 2.

Finalizamos o trabalho com um capitulo destinado ao locus de curvatura em
pontos de uma variedade imersa em codimensao 2, fazemos a mesma construcao
de [14], em seguida apresentamos alguns exemplos e analisamos algumas pro-
priedades geométricas. Concluimos apresentando alguns resultados dos artigos
[14] e [15].



Capitulo 1

Elipse de Curvatura em
Superficies Imersas em R", n > 4

O objetivo deste capitulo ¢ introduzir algumas definigoes e resultados de Ge-
ometria Diferencial que serao usados ao longo do trabalho. As principais re-
feréncias e notagoes aqui utilizadas sao [2], [10] e [13]. Iniciamos o capitulo com
alguns conceitos preliminares de superficies imersas em R®. Na secao 1.2 defini-
mos a aplicagao curvatura normal, apresentamos a construgao do vetor curvatura
e iniciamos o estudo da elipse de curvatura em um ponto de uma superficie im-
ersa em R™, n > 4, este estudo estd baseado nos trabalhos de J. Little em [10]
e S. M. Moraes em [13]. Finalizamos o capitulo apresentando alguns resultados
geométricos obtidos pela andlise da elipse de curvatura.

As figuras que aparecem neste capitulo foram reproduzidas com o auxilio dos
software Maple e Illustrator.

1.1 Superficies Regulares

De maneira intuitiva, uma superficie regular em R", n > 3 é obtida tomando-
se pedacos do plano deformando-os e colando-os entre si de tal modo que a figura
resultante nao apresente vértices, arestas ou auto-intersecoes. Mais precisamente
temos:

Definicao 1.1. Um conjunto S C R™, n > 3, é uma superficie regular se,
para cada p € S, existe um aberto V-.C R™, com p € V', e uma aplicagao X :
U — VNS, definida num aberto U de R? tal que:

1. X:U—VNS, X(u,v)= <x1(u,v),$2(u,v),--- ,xn(u,v)> ¢ diferencid-
vel, de classe C™, isto €, as fungoes xq1,x2, - , &, : U —> R, tém derivadas
parciais continuas de todas as ordens em U.

2. X :U— VNS éum homeomorfismo, isto €, X € uma bijecao continua
cuja inversa X' : VNS — U é continua.

3. Para todo q € U temos dX, : R* — R™ injetora.



4 1.1. Supertficies Regulares

Observagao: A aplicacao X da definigao de superficie regular é chamada uma
parametrizacgao local, ou mapa local, ou um sistema de coordenadas (locais)
em S.

Exemplo: A esfera de centro na origem e raio 1,
S* = {(x,y,2) €R* 2 +9* + 22 =1}

é uma superficie regular.
De fato, a aplicacao

Xf: U — R
(u,v) — X (u,v) = <u,v, 1— (u®+ v2)>
definida no aberto U = {(u,v) € R?; u? 4+ v* < 1}, satisfaz as condigoes da defini¢ao
1.1, pois:
L X (U)=S*NV,onde V = {(x,y,2) € R} z >0} é um aberto de R3.
2. X" ¢ diferencidvel, pois 1 — (u® + v?) > 0 para todo (u,v) € U.

O(z,y)
d(u,v)

(q) = ’ é g ’zl;«éOparatodoqEZ/{.

4. X; ¢ um homeomorfismo, pois X;' é uma bijegao continua sobre SNV e
(X))t = 7|s2nv é continua, onde 7 : R* — R? é a projecao sobre o plano
zy dada por w(z,y,2) = (z,y).

Podemos cobrir a esfera com seis parametrizacoes parecidas a esta, basta
considerarmos as aplicacoes

XX, X X, XS Xy U — R
dadas por:
Xi(w,v) = (uw,v,£/1— (u?+0?));

XE(u,v) = (/1 — (12 +02),0);
X§E<U7U) = (:l: 1_(U2+U2),u,v)_

De modo andlogo ao feito para X, podemos provar que XQi, X3i e X{ sao
parametrizacoes de S? sobre S% N Vli, S?n VQi, S?N Véi, respectivamente, com
Vit = {(z,y,2) €R% 2> 0} Vi ={(z,9,2) €R’ 2z <0},
Vit = {(zy,2) R’y >0} Vo ={(x,y,2) €R% y <O} e
Vit = {(z,9,2) €R x>0}V, ={(2,9,2) € R® z <0}

abertos de R3.
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Figura 1.1: Parametrizagoes da esfera

Como
XfuX; = S\ {(z,y,2) €S* 2 +y*=1lez =0}
XJuX; = S\ {(z,9,2) €S* 2*+ 22 =1ley=0};
XfuX; = S\ {(v,y,2) €S* y*+22=1ex =0}
temos

SP= X U)UX] (U UXS(U)UXy (U)UXS U UX;U).

Logo, S? é uma superficie regular.

1.1.1 Plano Tangente

Seja S uma superficie regular, dada C uma curva em S, para cada ponto
p no trago de C é possivel utilizar uma parametrizacao local de S em p para
parametrizar a curva C, para isto, consideramos U, aberto em S, com p € U,,
V, aberto em R? e X : Vj, — U, uma parametrizacao de S em p tal que X é
homeomorfismo.

Tomando X' :U,NC — X Y(U,NC) C V,, temos X (U, NC) uma curva
em V, C R? agora tomando

f: I — R2
t — B(t)

curva regular tal que §(I) = X~ 1(U, N C) podemos entao considerar

a: I — S
t — X(B() = at)

cujo trago esta em S.
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Consideremos uma parametrizagao local de S

X u — vns
(u,v) — X(u,v)

tal que a(l) C X (U), podemos parametrizar a curva a da seguinte maneira:

a: [ — S
t o a(t):X<u(t),v(t)>.

Logo,

J(t) = %(X(u(t),v(t)))
= W)X, <u(t),v(t)) ()X, (u(t),v(t))

e em ty temos
o (to) = ' (to) Xu(q) + v'(t0) X4 (q),

com q = (u(to), v(to)).

Como « é arbitraria concluimos que o vetor tangente em p a qualquer curva
em S que passa por p é uma combinagao linear de X, (ug,vo) e X, (ug, vp), onde
p = X (ug, vg).

Assim, dizemos que o plano que passa por p com diregoes de X, (q) e X,(q) é
o plano tangente a S em p, denotado por 7,S.

Para superficies imersas em R?, a direcao normal a S em p é dada pela direcao

do vetor unitario
Xu(q) N Xu(q)

N = R A X @l

com p = X(p).

Observacao: O plano tangente a .S em p nao depende da parametrizacao local
da superficie.
De fato, dado

h: y — U
(&n) — h(&n) = (w( n),v(En))

um difeomorfismo, A é uma funcao mudanca de variavel com U e V abertos e
(ug,v0) €U, (0,m0) €V tal que h(&o,nm0) = (uo, vo), entao a aplicagao

Y=Xoh: V — XU)CSCR?
&n) — Y(&n) =Xoh(&n) =X (h(&n) = X(u&n)v(En))

¢ uma reparametrizacao de S definida localmente em p.
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Figura 1.2: Reparametrizacao de S

Portanto, em (&, 70) temos:

Ye(€o,m0) = 22(507770) w(h(&0,m0)) + 65(507770) (P (&0, 0))
ou ov
= 5(507 10) Xu (o, vo) + 8—5(507 10) Xy (o, Vo)
Yn(fo,ﬂo) au(fo,no) ( O,Uo) g—Z(fo,Uo)Xu(uo,Uo)-

Consequentemente Y¢(&o,10) e Y;(&0,10) sdo combinagoes dos vetores X, (ug, vo)
e X, (ug, vp).
Por outro lado, observando que

oudv Ouodv
Yé/\%_<8_£877 6n8§>X A X, 7é0

pois 8_58_77 — 8_778_5 = det Jh # 0, j4 que h é um difeomorfismo e X, A X, # 0

devido a independéncia linear desses vetores.
Logo, Y €Y, sao linearmente independentes e o plano que passa por

p = X(uo,v0) = X(h(0,m0)) = Y (&0, m0) gerado por X, (ug,vo) e Xy(uo,vo) €
o mesmo que passa por p e é gerado por Ye¢(&o,m0) € Y, (€0, M0)-
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Além disso, para S superficie imersa em R? temos que o normal a .S em p pela
parametrizacao Y a menos de sinal, ¢ o mesmo dado pela parametrizacao X.
De fato:

) (0, m0) Xu A X (1o, vo)

<8u8'u ou Ov
( 0, 0) =

Noltoms) = Ye NY, o6 dn  9n ¢
e Ve A Y| uov _gudel o
ocon omog |t T
= :tNX(U/O,UO).

1.1.2 A Primeira Forma Fundamental

Sejam S uma superficie regular imersa em R"™, n > 3, e p um ponto em S, o
produto interno de R™ induz em 7,5 uma forma quadrética chamada primeira
forma fundamental de S em p que é denotada por I, e dada por:

I,: T, — R

w — L(w)=w-w.

Sendo,
X: U — R
(u,v) — X(u,v)
uma parametrizagdo de S definida localmente em p, com ¢ = (ug,v9) € U e
X (q) = p, pelo visto anteriormente, dado W e T,S, existem a e b reais tais que
w = aX,(q) + bX.(q).
Portanto,

L(w) = (aXu(q)+0Xu(q)) - (aXu(q) + bX,(q))
= a’X.(q)Xu(q) + 2abX,(q) X,(q) + b* X (q) X, (q),

os nimeros X,(q)- X, (q), Xu(q)-Xu(q) e X, (q)- X,(q) s@o chamados coeficientes
da 1* forma fundamental de S em p, sdo denotados por E(q), F'(q) ¢ G(q)
respectivamente.

Assim,

Z(Q) } { a } = a®E(q) + 2abF(q) + b*G(q).

Observacao:

1. A primeira forma fundamental ndo depende da parametrizacao, porém os
coeficientes dependem.

2. A primeira forma fundamental é utilizada para calcular comprimento de cur-
vas e angulos entre curvas em superficies, assim como areas de superficies,
ver [2].
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1.2 A Elipse de Curvatura em Superficies Imer-
saem R", n>4

O conceito de elipse de curvatura em um ponto p de uma superficie imersa
em R" n > 4 foi introduzida por Kommerell em [9], este conceito foi estudado
detalhamente por J. Little em [10] e para superficies imersas em R" n > 5 na
tese [13] de S. M. Moraes.

A elipse de curvatura em um ponto p de uma superficie imersa em R", n > 4
¢ o lugar geométrico de todos os extremos dos vetores de curvatura das segoes
normais de S em p.

1.2.1 Vetor Curvatura Normal

Sejam S uma superficie imersa em R", n > 4, p € Se S; C T,S, o circulo
unitario centrado em p e contido T,S, para cada direcao tangente unitaria v € S}O
consideremos H,, = N,S @ () um hiperplano gerado por N,S e a diregao vy.

A curva v9 = Hy NS é chamada secgao normal de S em p na diregdo vy.

Figura 1.3: sec¢ao normal

Supondo que a curva 7y esta parametrizada pelo comprimento de arco e

{ p = 7(so)

, entao v, (sg) € N,,S.
ve = (o) Y9 (50) p

O vetor v, (sp) é chamado vetor curvatura normal de S em p.

Definicao 1.2. Sejam S uma superficie imersa em R", n > 4, ep € S, a
aplicacao
Mp S; — NS
v mp(6) = T (30).

¢ chamada elipse de curvatura de S em p.

Nosso objetivo agora é dar uma expressao a aplicagdo 7,(f) de maneira a
justificar o nome a elipse de curvatura.

Para isso consideremos vy uma curva de S, que passa por P com dire¢ao tan-
gente 1y parametrizada pelo comprimento de arco, a decomposicao
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n®=(, ) " N, S
//—’\ [

Figura 1.4: Elipse de curvatura

R" =1T,S © N,S e a projecao ortogonal:
V. R" — N,S
w 7N (u) = u— (u-wi(p))wi(p) — (u- wa(p))ws(p)

com {w;(p), wa2(p)} uma base ortonormal de 7),S.
Suponhamos que a superficie S localmente em p estd parametrizada por

o: UCR? — SCR"
(u,v)  — p(u,v)

entao parametrizando 7y, por :

Y: I — SCR"
to— () = p(ult), v(t))

oy
EY
—~
o~
SN—
Il
Q\
—~
~
SN—
AS)
IS
—~
I
—~
~
S—
3
—~
o~
SN—
S~—
-
§\
—~
~
N—
BS)
<
—~
I
—~
~
S—
3
—
~
SN—
S~—
(@)
o
=
-
—_—
T~
/N
» O
==
N—
i)

(1) = W) u(ult), v(t) + " () pu(u(t), v(t)) + 20/ (V' ()pun (ult), v(t))
+ V() u (ult), v(1)) + 0" )y (u(t), v(t)).

Portanto, a projegao do vetor curvatura v, (t) no espago normal N,S ¢é dada
por:

TNy () = u/(t)%en, (u(t), v(t)) + 2u' ()0 () ep, (u(t), v(t))
+ V(1) @ (u(t), v(t)) (1.1)

Se {pu(p), ¢u(p)} é uma base ortonormal para o espaco tangente 7,5, entao

como 7y estda parametrizada pelo comprimento de arco, segue que
u/'(t)? +v'(t)? = 1, entdao podemos tomar 6 tal que

{u’(t) = cosf

V'(t) = sinf
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em (1.1) teremos:

™y (1)) = cos?0 oY (p) + 2cosf sin Ol (p) + sin? 02 (p)

Usando relagoes trigonométricas basicas e fazendo as substituicoes devidas,

podemos reescrever a expressao acima da seguinte maneira:

m(0) = 7 (75 (t))

= %(cp{fu(p) + N (p) + %(wivu(p) — 0o (p)) cos(260) o, (p) sin(26).
Denotando:
H = 5 [N+l
B = %[@iﬂ(p)—wﬁ,(pﬁ
C = gu)

Assim, a expressao da elipse de curvatura em superficies imersas em R*, n > 4,

¢ a seguinte:

n,(0) = H+ Bcos(20) + Csin(20).

Observagoes:

1. Ao percorrer o circulo unitario no plano tangente, a aplicacao 7, percorre

a elipse de curvatura duas vezes.

. A aplicacao que descreve a elipse de curvatura de S em p, para superficies

imersas em R3, corresponde & funcao vetor curvatura normal e a elipse de
curvatura ¢ um segmento da reta normal VS, que pode se degenerar em
um ponto.

. Se

— S 6: J — S
— as) t — B(t)

sao curvas em S definidas localmente em p, parametrizadas pelo compri-
mento de arco, com

a: 1
s

{04(50) = P {B(to) = p
) = v =
entao 7V (o/’(so)> = (WN(B//(t())).

De fato:

Seja
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uma parametrizacao de S definida localmente em p, digamos que
p = X (ug, vp), entao temos localmente em p

a: I — 8 g J
t

— S
s — afs) = X(u(s), v(s)) — A1) = X(u(t),v(t))

Assim,

a(s) = (u(9))"Xuu(uls), v(s)) + " (s)Xu(u(s), v(s)) + 2u/(s)0'(s)
Xuo(u(s), v(s)) + (v'(8))"Xou(u(s), v(s)) + 0" (1) X, (u(s), v(s)),

BU(t) = (W) Xuu(u(t), v(t)) +u" () Xu(u(t), v(t)) + 2u/ ()0 (t)
Kuw(u(t), v(t)) + (0 (1)) X (u(t), v(t)) + 0" (1) X, (u(t), v(t)).

Logo,

T (a"(s0)) = (u'(s0))* X, (u(s0), v(s0)) + 20/ (s0)v" (50) X, (u(s0), v(s0))

afso) = X(U(So)’ (s0)) = X(u(to),v(to)) = B(to)
Xu(u(s0), v(s0)) +v'(s0) Xu(u(s0), v(s0))
B'(to) = ' (to) Xu(u(to), v(to)) + v'(to) Xu(u(to), v(tso),

temos 7 (a(sg)) = V(B (to)).
Da observacao segue que podemos considerar na definicao da elipse de cur-
vatura de S em p qualquer curva que passe por p com direcao tangente 6,
para 0 € Sll). Na pratica os calculos sao feitos para uma curva arbitraria
que passa por p com direcao vy.

4. O vetor H é chamado vetor curvatura média que vamos considerar com
origem no ponto p e extremo no centro da elipse de curvatura e os vetores
B e C geram a elipse de curvatura.

1.2.2 Expressoes para a Elipse de Curvatura
A Elipse de Curvatura Via a Forma de Monge

Seja S uma superficie imersa em R", n > 4, dado p € S dizemos que uma
imersao ¢ : S — R" esta localmente na forma de Monge, se ¢ esta localmente
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N,S

P

P

Figura 1.5: Vetores da Elipse de Curvatura

em p = (0,0) da seguinte forma:

0 (UCRQ,(O,O)> — (R”,(0,0,...,O))
(u,v) — p(u,v)

)

com QO(U7U> = (u’v7@1(uav)7¢2<u’1})7"‘79071—2(“7@)) e @i U c R2 — R
fungoes diferenciaveis para todo i € {1,2,...,n — 2}, ¢(0,0) = (0,0,...,0) e

i Do .
= = 1,2,...,n—2}
90 (0,0) 5 (0,0) = 0 para todo i € {1,2,...,n — 2}
Nesta parametrizacao temos:
Iy Iy
— =(1,0,... — = (0,1
50 (0,0) =(1,0,...,0) e 5 (0,0)=(0,1,...,0)

que formam uma base ortonormal de 7},S.
Consequentemente os coeficientes da primeira forma fundamental em p sao
dados por:

E=90.p) pulp) =1, F=0.p) ¢u(p) =0 e G=¢p,(p)-pu(p) =1

Além disso, temos

Puu(P) = uu(p), Puu(D) = 0un(D) e @i (p) = vuu(p).
Portanto, neste caso a elipse de curvatura em p é dada por:
n,(0) = H 4+ B cos(20) + C'sin(26),

1

com H = %(gouu(p) + %v(p)), B=3 (wuu(p) - %v(p)) e C=up)

Exemplos:

1. Seja S uma superficie imersa em R° dada localmente em p = (0, 0) na forma
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de Monge por:
0 (u - R2,(0,0)> . (R5,(0,O,...,0)>
(2, 9) — p(z,y) = (x,y,x2+y2,0,0,> ’
Temos

(‘0933”<O’O> = (070727070)7
90yy<0a0) = (07072a070)
¢wy<0a0> = (0707()’070)-

Consequentemente, teremos
H = (mec(p> +(10yy<p)) = (0’0727070)

(@22 (p) — yy(p)) = (0,0,0,0,0)
C = (0,0,0,0,0).

Portanto, a elipse de curvatura em p = 0 se degenera no ponto
(0,0,2,0,0), que é distinto da origem de N,,S.

. Seja S uma superficie imersa em R® dada localmente em p = (0, 0) na forma

de Monge por:

o (UCR2,(O,0)) s (R5,(0,0,...,0))
(z,) — p(x,y) = (fv,y,ﬁ,xy,yg,) ’

Observemos que

©.(0,0) = (0,0,2,0,0)
@yy(OaO) = (07070a072)
©0z4(0,0) = (0,0,0,1,0)

Logo,
(SOM;(Z?) + pry(p)) = (07 0,1,0, 1)

(Spm(p) - Spyy(p)) = (0,0,1,0,-1)
¢ = (0,0,1,0,0)

Portanto, a elipse de curvatura é uma elipse que nao passa pela origem.
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Expressao Geral

Seja S uma superficie imersa em R™, n > 4, dado p € S, consideremos que a
imersao de S em R" é parametrizada localmente em p por :

o : UCR? — R°
(uv) — p(u,v).
Através de alguns cédlculos envolvendo realizados em [13] (ver pagina 11) obte-

mos a expressao geral para a elipse de curvatura em um ponto p de S imersa em
R™ n > 4, para qualquer parametrizagao da imersao, dada por

1 1
N0y = 55 (SDiVu + m(E2@UNv —2EFp}, + szi\z)) +
1 1

uu

(N e (BN, = 2BF Y, + F200,) ) cos 26
2F (SOuu EG_F2( Pov Pup T 2 ) COos +

1
— (BN — FoN Vsin 20, 1.2
com E, ' e G os coeficientes da primeira forma fundamental.

Exemplos:
Apresentamos dois exemplos em que obtemos a elipse de curvatura através da
expressao geral dada acima:

1. Superficie de Veronese
Seja a aplicacao de Veronese de ordem 2

@ R3 — RS
(2,y,2) > o(x,y,2) = (22,92, 22, V2zy, V222,V 2yz)

a imagem ¢(S?) ¢ chamada superficie de Veronese ¢ é uma superficie
esférica em R®.

De fato,
Q: S? — RS
(2,9, 2(2,y)) — (xQ,y2,(2(x,y))27\/§xy,\/§w2(x7y),ﬁy2(x,y)),

com z(z,y) = +/1 —x? —y%

Notemos que:

oyt + 2t 4 207y + 2272 + 2972 = 2P (2t + Yt + 2P +
PP+ P+ 22+ 2@y + ) =1

Logo, ¢(S?) C S°.

Além disso, p(S?) estd contida no hiperplano

H = {(u17u27u3)u47u57u6) e R6,u1 + U2 —I— u?) = ]_}7
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pois se (uy, Ug, us, Uy, Us, Ug) € P(S?), entdo x* = uy, y? = uy e 22 = us, logo
up+us+us=1=a>+y*+22=1, com (z,y,2) € S

Portanto,
©(S?) Cc HN(S?) = S*a,r) C R

A expressao da superficie de Veronese em R® é dada por:

o S —>s4<%)

(z,y) — o(z,y),

com,

Qp(xvy) = <%(3y2 - 1)? %(1 - 21}2 - y2)7 \/ixya \/ixz(xay>7 \/§y2($,y)>

Para obtermos a elipse de curvatura em pontos da superficie de Veronese
©(S?), seguiremos o desenvolvimento apresentado em [13] (ver pagina 33)
para concluirmos que a elipse de curvatura na superficie de Veronese ¢é a
mesma em todos os pontos da superficie.

Determinaremos a elipse de curvatura no ponto (0,0,1) € S?, observamos
que

e,y 2) = (07—N§w,\/52(%y)+\/§$zx(x,y),ﬂyzx(x,y)>,
oy(z,y,2) = <\/6y,—\/§y, V2, \/éxzy(x,y),\/ﬁz(x,y)+\/§yzy(x,y)>,

em (0,0,1) temos:
0.(0,0,1) = (0,0,0,@,0) e wy(0,0,1)2<0,0,0,0,\/§).

Os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie de Veronese
em (0,0, 1) sao:

E=¢s-02=2, F=p,-0y=0 e G=9p, p,=2.
Observamos ainda que:
Pr(2,y,2) = (07 —2v/2,0,2V22(2,) + V20200(7, y), ﬂyzxm(x,y)>,
u(@y.2) = (V6. ~v2,0,V202(2,9).2V2%(2.9) + VIyz,(2.9) ).
Ouy(2,y,2) = (O, 0,V2, V22, (x,y) + V2x2,(2,y),
V22(2,y) + Voyzn(2.y) ).
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Logo, em (0,0, 1), temos:

00a(0,0,1) = (0,—2@,0,0,0),
04s(0,0,1) = <\/6,—\/§,0,0,0>,
02,(0,0,1) = (0,0,\/5,0,0).

Podemos escolher o referencial ortonormal {w;,ws} gerado pelos vetores
©:(0,0,1) e ,(0,0,1), assim temos:

(022(0,0, 1)) = ,.(0,0,1) = (0, —2v/2,0,0,0),
(¢4 (0,0, 1))N ©yy (0,0, 1) = (\/67 _\/57 0,0,0),
(@my(0707 1))N = Qny(0,0,l) = (0707\/57070)'

Para encontrarmos a elipse de curvatura da superficie de Veronese no ponto
p = (0,0, 1) usaremos a expressao geral (1.2). Segue que a elipse de cur-
vatura é dada por:

1 1 1
n(6) = Z(ﬁ, —3/2,0,0,0) + Z(\/6, —/2,0,0,0) cos 20 + 5(0.0, V/2,0,0) sin 26,

1 1
0s vetores Z(—\/é, v/2,0,0,0) e 5(0,0,\/5,0,0) sao vetores linearmente
independentes e tém o mesmo comprimento.

Portanto, a elipse de curvatura em (0,0, 1) é a circunferéncia, de centro

1
H = Z(\/é’ —3v/2,0,0,0) e raio r = /2.

. Superficie de Translagao.

Sejam « e § duas curvas dadas pelas seguintes parametrizagoes:

a: (0,2r) — R®
s — a(s) = (cos s,sins, 0,0,0)

B: (0,2r) — RS
t > B(t) = (acost,asint,1 —a?0,0).

Consideramos a superficie de translacao associada a « e  como a
imagem da aplicagao
o: (0,2m) x (0,27r) — R®
(s,t) — @(s,t) = a(s) + B(t)
com (s, t) = (coss,sins,acost,asint,1 —a*) e 0 <a<1.

Através da expressao da elipse de curvatura para uma parametrizagao qual-
quer de uma superficie imersa em R", vamos encontrar a elipse de curvatura
em um ponto qualquer da superficie de translacao dada.

Observemos que:

ws(s,t) = (—sins,coss,0,0,0) e s, t)=(0,0,—asint, —acost,0).
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Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie de trans-
lacao sao:
E=1, F=0 e¢ G=d~.

1

Sejam p um ponto na superficie de translacao e {gps, —got} um referencial
a

ortonormal tangente a essa superficie.

Logo,
gpi = Pss = (_ COS S, — SiHS, 07 0’ 0>’

o = py = (0,0, —acost, —asint,0)
€ Pst = (07 0, O, O, 0)

Segue da expressao da elipse de curvatura dada em 1.2 que C' = (0,0, 0,0, 0).

Portanto, a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta ou
1 ) cost sint )
em um ponto e como B = 5| - cos s, —sins, —,——,0 |, a elipse de
a a

curvatura se degenera em um segmento de reta.

1.3 Alguns Resultados do Estudo da Elipse de
Curvatura

Nesta secao definimos os subespagos E,, Aff, e N;S de N,S e apresentamos
alguns resultados que caracterizam os pontos de uma superficie S imersa em R®
e suas posigoes no espaco afim que contém a elipse de curvatura. Em certos
pontos de S a elipse de curvatura pode se degenerar em um segmento, pontos
semiumbilicos, ou se degenerar em um ponto, pontos umbilicos.

Definicao 1.3. Seja ¢ uma imersao de S em R®, dada localmente em p € S
na forma de Monge, o primeiro espaco normal de S em p, denotado por
N;S, € o subespago de N,S gerado pelos vetores puu(p), us(p) € ©u(p), ou seja,

Ny = (Puu(p), € (p); Pun(p))-

Definicao 1.4. O subespaco afim de S em p, denotado por Aff,, € subespago
de menor dimensao que contém a elipse de curvatura.

Definicao 1.5. O subespaco vetorial de S em p, denotado por E,, € o subes-
pago linear de NS paralelo a Aff,.
Segue das definicoes 1.3 e 1.5 que E, é subespaco linear de NI}S )

Observacao:

De fato:
Naturalmente, (B,C, H) C N, S.
Por outro lado, se v € NI}S , entao v se escreve como:

v = apuu(p) + bouv(p) + cpuu(p).
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Observemos ainda que:

H+B = ouw(p)
H-B = quu(p>
Cc = Puv

Logo,
v=(a+b H+(a—0b) B+cC.

Portanto,
NIS = (H,B,C).

Definicao 1.6. Sejam S uma superficie imersa em R", n >4, ep € S, dizemos
que:

(i) p € um ponto umbilico se a elipse de curvatura se degenera em um ponto.
No caso em que a elipse de curvatura se degenera na origem de N,S dizemos que
p € um ponto umbilico planar.

(ii) p € um ponto semiumbilico se a elipse de curvatura se degenera em um
segmento. No caso em que a elipse de curvatura de degenera em um segmento
radial em N,S dizemos que p é um ponto semiumbilico radial ou ponto de
inflexao.

Podemos classificar os pontos de S de acordo com o seguinte critério:

Definicao 1.7. Seja S uma superficie imersa em R* n > 5, p € S; oup é do
tipo S; se, e somente se, dim NI}S =1.

Teorema 1.8. Dada uma superficie S imersa em R™ n > 5, temos:

(i) p € S5 se, e somente se, Af f, € um plano que nao passa pela origem p.

(ii) p € Sy e a elipse de curvatura ndo se degenera se, e somente se, Af f, € um
plano que passa pela origem p de N,S.

1ii € Sy € um ponto semiumbilico se, e somente se, A € uma reta que nao
( ) p p 5 5 D q
passa pela origem p de N,S.

(iv) p € S1 € um ponto de inflexdo se, e somente se, Aff, € uma reta que passa
pela origem p de N,S.

(v) p € Si € um ponto umbilico se, e somente se, Aff, é um ponto distinto de
.

vi) p € Sy € um ponto umbilico planar se, e somente se, Af f, = {p}.
Demonstragao:

(i) Se p € S5 entdo dim N1S = 3, como N}S = (H, B,C), segue que os vetores
H, B e C sao linearmente independentes, entao Af f, ¢ um plano que contém
a elipse nao degenerada.

Além disso, o vetor H é o vetor com extremos na origem e no centro da
elipse de curvatura, como H, Be C'sao L. L., entao H € Aff,ep & Af f,.
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AfE

Figura 1.6: p € S5

Reciprocamente, se Af f, é um plano tal que p ¢ Af f,, temos que a elipse
de curvatura ¢ nao degenerada ja que Af f, é o espaco de menor dimensao
que contém a elipse curvatura e H ¢ Af f,, logo os vetores H, B e C sao
L. I, o que mostra que dim N} S = 3, entdo p € Ss.

(ii) Se p € Sy e a elipse de curvatura é nao degenerada, temos dim N, S = 2 e

B e C L. 1., mas como NZ}S = <H,B,C’> segue que os vetores H, B e C
sao L. D., portanto H estd no plano gerado por B e C, isto significa que
E,=Aff,.
Reciprocamente, se Af f, é um plano e passa pela origem, temos que B e
C sao LI, e como p € Aff,, H € Aff,, logo H,B e C sao linearmente
dependentes, por i) p € Ss, portanto p € Sy, pois se p € S; ou p € Sy
terfamos B e C' linearmente dependentes, uma contradigao.

Portanto, H, B e C sao linearmente dependentes, H € Aff, ep € Aff,.

Figura 1.7: p € S

(iii) Se p € Sy é um ponto semiumbilico, temos dim NI}S =2e Aff, é uma reta
que contém a elipse de curvatura degenerada num segmento de reta.

Além disso, este segmento é nao radial, pois caso contrario, os vetores H, B
e C seriam dois a dois L. D., e dai dim NI}S < 1, o que contradiz a hipdtese.
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Reciprocamente, se Af f, ¢ uma reta que nao passa pela origem p, como
Aff, é o espaco de menor dimensao que contém a elipse de curvatura,
temos que p é um ponto semiumbilico nao radial, ou seja os vetores H, B
sao linearmente independentes se C' = 0, ou vice e versa.

Assim, dim NplS > 2, mas dim NplS # 3, pois caso contrario a elipse seria
nao degenerada, logo dim N,S = 2, assim p € Ss.

Affp

P

Figura 1.8: p € S

(iv) Se p € S; é um ponto de inflex@o, entdo claramente Aff, é uma reta que

passa pela origem p de N,S, assim H, B e C sao dois a dois linearmente
dependentes, logo H € Af f,, portanto p € Af f,.

Affp

Figura 1.9: p € S

Reciprocamente, se Af f, ¢ uma reta que passa pela origem p, entao a elipse
¢ um segmento de reta radial, dai que p é um ponto de inflexao, e ainda H,

B e C sao dois a dois L.D.

Logo dim NI}S > 1, se dim NI}S = 2 com p semiumbilico, segue por i)
p & Af f,, uma contradicao.

Se dim NZ}S =3, Aff, é uma plano, contradigao com a hipdtese.

Portanto, dim NS = 1, o que mostra que p € Si.

(v) Se p € S; é um ponto umbilico, entao dim NI}S = 1 e a elipse de curvatura

se degenera em um ponto, suponhamos que Aff, = {p}, entdo H = B =
C =0, o que mostra que dim NI}S = 0, contradigao.
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Reciprocamente, se Aff, é um ponto fora da origem, entao a elipse de
curvatura se degenera num ponto, dai H # 0 e B = C' = 0, o que mostra
que dim NZ}S =1, entao p € 5.

Affp,

Figura 1.10: p € S}
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vi) Se p € Sy é um ponto umbilico planar, temos H = B = C = 0, mas entao a
elipse de curvatura se degenera na origem, portanto Af f, = {p}.

Reciprocamente, se Aff, = {p}, entao a elipse de curvatura se degenera
na origem do espago normal, dai p é um ponto umbilico planar e como
H =B =C =0, segue que dim NplS = 0, dai que p € 5.

Aftp |

Figura 1.11: p € Sy



Capitulo 2

Aplicacao de Veronese e
Supertficies de Steiner

O objetivo deste capitulo é definir a aplicacao de Veronese de ordem 2, fazer
um estudo da superficie de Veronese de ordem 2 e das superficies de Steiner. As
principais referéncias que utilizamos foram [3], [4], [5] e [7].

As figuras que aparecem neste capitulo foram reproduzidas com o auxilio
dos sofwares Maple, Illustrator, Superficies disponivel no endereco eletronico
http://www.uv.es/montesin/ e algumas figuras foram retiradas da pégina
http://www.ipfw.edu/math/Coffman /steinersurface. html.

2.1 Preliminares

Intuitivamente, uma variedade de dimensao n em R™, é um subconjunto de
R™, que é localmente como um aberto de R", deformado de “maneira regular”.
Mais precisamente temos a seguinte definicao:

Definicao 2.1. Um subconjunto M C R™ é uma n-variedade diferencidvel
se para cada p € M existe um aberto U C R", com q € U, ¢(q) = p e uma
aplicagao ¢ : U — o(U) N M tal que:

(1) ¢: U — pU) N M é diferencidvel.

(ii) ¢ : U — oU) N M é um homeomorfismo.

(iii) A diferencial dyp : R™ — R™ ¢ injetiva.

2.1.1 Imersoes e Submersoes

Definicao 2.2. Seja F' : U C R® — R™ wuma aplicagao diferencidvel C*,
definida num aberto U C R", para cada ¢ € U seja dF, : R* — R™ a respectiva
diferencial em q, entao:

(i) F € uma imers@o em q, se dF, € injetiva; F é uma tmersao se dF, é
ingetiva Vg € U.

(ii) F € uma submersdo em gq, se dF, é sobrejetiva; F' é uma submersdio se
dFy € sobrejetiva Vq € U.

24
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(iii) F € um mergulho se F' é uma imersao injetiva que € também um homeo-
morfismo sobre a imagem F(U).

Observacao: Segue da definicao acima que se F' é uma imersao entao n < m e
se F' é uma submersao entao n > m.

2.1.2 Espacgo Projetivo Real de Ordem n (P")

Seja S™ a esfera unitaria n-dimensional e dados X e Y em S”, considere a
relacao de equivaléncia ~ definida em S™:

X = Y
X ~Y «— ou .
X = -Y

O espaco quociente S*\ ~= P" é o espago projetivo de ordem n.

Observamos ainda que o espaco projetivo de dimensao 2, P2, é o conjunto das
classes de equivaléncias [X] das retas do espaco R? passando pela origem sem
origem.

A projecao candnica de S” em P" é a aplicacao dada por:

T S — P
X — 7(X)=X"

2.2 Aplicacao de Veronese R” em RV de ordem
k

A aplicacdo de Veronese de R® em RV de ordem k, é uma aplicacio que
associa cada r = (21, Za,...,2,) € R” a um elemento em RY™ cujas coordenadas
envolvem todos os possiveis mondémios de ordem k nas variaveis xy, s, ..., Ty.

Nesse trabalho vamos considerar a aplicaciao de Veronese de ordem 2 de R?
em R,

Exemplos:
1. A Aplicacao de Veronese de R? de ordem 2, dada por

Y R? — R?
(z,y) — o(z,y) = (22,y% V21y)

cuja restricao a S' nos daré a variedade de Veronese de dimensao 1 e ordem
2.

Observamos que

©(S') C S?, onde §* = {X € R%; || X| = 1}.
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De fato, para (z,y) € S', temos

lo(z, )l = Vat+y*+ 2222
_ (22 + 2)?
R Q.
= (=, 9|
-1

Além disso, ¢(S') € H com H = {(uy, uz, us € R u;+uy = 1} plano em R3,
pois se (uy, ug, uz) € (St), entdao 22 = uy, y* = uy e logo uy +uy = ¥2+y* =
1, com (z,y) € S*.

Portanto, ¢(S') € S* N H é uma circunferéncia.
2. A Aplicacao de Veronese de R? de ordem 2, dada de por

Y R3 — R
(z,y,2) — p(z,y,2) = (2% 9?22,V 22y, V272,V/2y2)

e cuja restricdo a S?, nos dard a variedade de Veronese de dimensio 2 e
ordem 2.

Observemos que

©(S?) C S°, onde S° = {X € RY; || X| =1}

De fato, para (z,vy, z) € S?, temos

‘|¢(x7y7 Z)H = \/$4+y4+22+2$2y2+2x222+2y222
= (22412 + 22)?
= 2+ y2 + 22
= |\(z,y,2)I
= 1.

Além disso, p(5%) C H com H = {(u1,us, ..., ug) € RS us + us + uz = 1}
um hiperplano em RS.

De fato, pois se (uy, us, us, us, us, ug) € ©(S?), entdao ? = uy, y*> = uy €
2? = ug, logo uy + uy + uz = 2% + y? + 22 = 1, pois (z,y, 2) € S%

Portanto, ¢(S?) C S° NH = S*(a, 7).

Como ¢(x,y, z) = p(—z, —y, —z), podemos considerar a superficie de Veronese
em P2, isto é,

Ploz + P? — S’ C RS
(2,y,2) — p(x,y,2) = (2% 4% 22,V 22y, V222,/2y2).

Assim considerando a projecao canonica

T: S — PS5
X — 1(X)=X



27 2.3. A Superficie de Veronese Classica de ordem 2

temos: .

(X) =mop(X) "

|

—
e

S
sl =

2.3 A Superficie de Veronese Classica de ordem
2

Denominamos a variedade de Veronese de dimensao 2 e ordem 2, simplesmente
por superficie de Veronese, que se trata de um mergulho do plano projetivo
real P2 em IP°, ou se preferirmos, podemos dizer que a superficie de Veronese é
um mergulho do plano projetivo real P? em RS.

Podemos obter mergulhos do espaco projetivo P? no espaco P3. Para isso
utilizamos a restricao da aplicacao de Veronese ¢ : P? — P° dada acima e
utilizando o desenvolvimento de Coffman feito em [3] da seguinte maneira:

1. Consideramos uma matriz Mgy 4 € a aplicacao

Q P? — R4
[ug s ug uz] — Quy :ug :uz) = Plug : ug : ug) - Mgyxy
com
Pluy : ug : uz) = (U3, ugug, uyus, u3, ustiz, u3),

a matriz linha de ordem 1 X 6 e - o produto de matrizes.

2. Considerando 7 : R*\ {Ogs} — P? a projecao canonica denotamos por ¢
a composicao o §) : P2 — P3,

Logo

o : P2 — P3
[Ul Uy U3] — ¢[U1 U9 US] = (¢1a gb?; ¢3> ¢4) .

3. Tomando em P? coordenadas homogéneas com uz = 1 obtemos a forma
racional de ¢ dada por:

ol = (1 52 2).

As superficies de Steiner e de Boy podem ser obtidas seguindo esta con-
strugdo, como veremos a seguir.

2.4 As Superficies de Steiner

Utilizando o desenvolvimento mencionado acima, construimos nessa secao as
superficies de Steiner, a saber: a Superficie Romana de Steiner, a superficie
de Steiner tipo 3: superficie Cross-cap, a superficie de Steiner de tipo 5 e
a superficie de Steiner de tipo 6: Superficie Cross-Cup.

As referéncias para esta se¢ao sao [1], [3] e [7].
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2.4.1 Superficie Romana de Steiner

Consideremos uma matriz Mgy, dada por:

0001
1000
0100
Mi=19 001
0010
|00 0 1
e a aplicacao
Q P2 — R*
[ug = ug :ug] — Quy :ug :ug] = P([ug ¢ usg :ugl) - My
temos
Bluy : ug : us] = (urug, urus, usus, ud + ui + u3).
Tomando em P? coordenadas homogéneas com usz = 1 obtemos a forma

racional de ¢ dada por:

a[ul Uy u3] _ < UUsz U U2 )

L+ud+ud’ 14+uf+ud’ 1+ uf+ u

A equacao dessa superficie pode ser dada por:
2.2, 2.2 23
f(z) = xja; + xjas + w505 — x1200w374 = 0.

Se tomarmos x4 = 1 e identificarmos x1 = x, 19 = y e x3 = z, fazendo alguns
calculos concluimos que sua forma implicita é dada por:

22y? + 2?2 4y —ayz = 0.

Além disso, considerando a parametrizacao usual da esfera unitaria obtemos
a seguinte parametrizacao para a superficie Romana de Steiner em R3:

00, 0) = %(sinQ(qﬁ) sin(20), cos(#)sin(2¢), sin(f) sin(2¢)>,
esta superficie ¢ chamada superficie Romana de Steiner cuja imagem estd
descrita na figura 2.1.

A superficie Romana de Steiner é uma superficie com trés retas de auto-
interseccao. Cada reta termina em dois pontos singulares. As trés retas de
auto-interseccao se interceptam, por sua vez, em um ponto triplo.

Observamos que a superficie romana de Steiner contém segmentos de retas,
como ilustrado na figura2.2.
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Figura 2.1: Superficie Romana de Steiner

-

Figura 2.2: Superficie romana, intersecgoes e pontos singulares

2.4.2 Superficie de Steiner de Tipo 3: Superficie Cross-

Cap
Utilizando agora uma matriz Mgy, dada por:
(1 0 0 0]
0000
0010
Ma=11 100
0 0 01
| 01 0 0
e a aplicacao
Q P? — R*

[ug s ug ug] — Quy :ug s us) = Plug : ug : ug] - Mgy
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temos
Blur : ug : uz) = (Ui +u3, us+ uj, uUz, UsUz).

Tomando em P? coordenadas homogéneas com uz = 1 obtemos a forma
racional de ¢ dada por:

2 2
— _(uf s U1 Uy
¢(u17u27u3)_(1+ug71+u%71+ug>'

A equacao dessa superficie pode ser dada por:
(@) = ziwa (g + o) — @izi — (a5 + 23)* = 0.

Se tomarmos x4 = 1 e identificarmos x; = x, 19 = y e 3 = 2, fazendo alguns
calculos concluimos que sua forma implicita é dada por:

47 (2 +y* + 22+ 2) + PP+ 22— 1) = 0.

Além disso, considerando a parametrizacao usual da esfera unitaria obtemos a
seguinte parametrizagao para a superficie de Steiner de Tipo 3: Superficie Cross-
Cap em R3:

0(0,0) = (% sin(6) sin(2¢), sin®(¢)sin(26), sin®(¢) cos(20)),

esta superficie é chamada superficie de Steiner de Tipo 3: superficie Cross-
cap cuja imagem esta descrita na figura abaixo.

Figura 2.3: Superficie de Steiner de Tipo 3: Superficie Cross-cap

A Steiner de tipo 3: Cross-cap ¢é uma superficie que possui uma reta de
auto-interseccao, que termina em dois pontos singulares, os pontos cross-cap.
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AN

Figura 2.4: Superficie cross-cap, intersecgoes e pontos singulares

2.4.3 Superficie de Steiner de Tipo 5

Utilizando uma matriz Mgy, dada por:

0 100
0 000
1 000
Ms=1"9 01 0
-1 0 0 1
| 0 0 0 1]
e a aplicacao
Q IP? — R4
[ug @ ug s ug] — Qug :ug :ug) = B([ug @ ug @ ug) - Mexa
temos
Bluy : ug : us] = (urus — ugus, ui, u3, u3).
Tomando em P? coordenadas homogéneas com usz = 1 obtemos a forma

racional de ¢ dada por:
a(ul; ’UQ,Ug) = (ul — U2, ’LL%, U%)
A equacgao dessa superficie pode ser dada por:

f(x) = (23 — 2324 — 2374)? — dwp2375 = 0.

Se tomarmos x4 = 1 e identificarmos x; = x, 19 = y e 3 = 2, fazendo alguns
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calculos concluimos que sua forma implicita é dada por:
(22 =1+ Py +22—1)=0.

Além disso, considerando a parametrizagao usual da esfera unitaria obtemos
a seguinte parametrizacao para a superficie de Steiner de Tipo 5 em R3 :

w(0,¢) = (sin2(¢) sin(20), cos(#) sin(2¢), —cos(2q§)),

esta superficie é chamada

Figura 2.5: Superficie de Steiner de tipo 5

A superficie de Steiner de tipo 5: é uma superficie que possui duas linhas
de auto-interseccao (das trés da superficie romana de Steiner,) que coincidem for-
mando uma linha de auto-interseccao, conhecida como linha tacnodal, ou “regiao
T”, dando origem a quatro pontos singulares nas extremidades do segmento.

2.4.4 Superficie de Steiner de Tipo 6: Superficie Cross-
Cup

Utilizando uma matriz Mgy dada por:

1 0 00
0 0 00
0 1 00
Mi=10 -1 0 0
0 0 10
|0 0 0 1|
e a aplicagao
Q P2 — R*

[u1 U2 U3] — Q[Ul U9 Ug] = @[Ul U9 U3] . M6><4

temos
Bluy : ug : uz) = (U3, uguz — u3, uguz, u3).

Tomando em P? coordenadas homogéneas com us = 1 obtemos a forma
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racional de ¢ dada por:

¢(u17u27u3) = (ui Uy — u%? Ug).
A equacgao dessa superficie pode ser dada por:
f(2) = (w224 + 23)* — 1125 = 0.

Se tomarmos x4 = 1 e identificarmos x; = x, 19 = y e 3 = 2, fazendo alguns
calculos concluimos que sua forma implicita é dada por:

) 5 1
—ZLLA + 33y — §x2y2 + xy’ — Zy“ — 3222 + dawy? — 22t — 2

7 11 5 1 13 5 1
51133 — 7:}023; + §:By2 — §y3 + 5rz? — 3y2® — Z:ch + 5%y — Zy2 -2 +2=0.

Além disso, considerando a parametrizacao usual da esfera unitaria obtemos a
seguinte parametrizagao para a superficie de Steiner de Tipo 6: Superficie Cross-
Cup em R3 :

00, 0) = (c052(¢>) + sin®(¢) sin®(0), sin®(¢)(sin*(0) + sin(26)),

? sin(2¢) (cos(d) + Sin(Q))) :
esta superficie é chamada superficie de Steiner de Tipo 6-Superficie Cross-
Cup.

A Superficie de Steiner de Tipo 6: Superficie Cross-Cup é uma su-
perficie em que as trés linhas de auto-interseccao da superficie romana de Steiner
coincidem, formando uma linha “osconodal”, conhecida como cross-cup uma vez
que se assemelha-se com a Cross-Cap mas com a linha de auto-interseccao tan-
gente a superficie.

Figura 2.6: Superficie de Steiner de tipo 6: Superficie Cross-Cup
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2.5 A Superficie de Boy

As referéncias para esta se¢ao sao [1] e [8].

A superficie de Boy foi descoberta em 1901 por Werner Boy (1879-1914)
quando estudava um problema proposto por David Hilbert (1862 — 1943).

Hilbert lhe propos a tarefa de verificar se existia ou nao uma imersao do plano
projetivo real P? como uma superficie fechada em R? sem singularidades. Boy
mostrou que tal superficie existia se suas auto-intersec¢oes fossem em curvas de
pontos duplos que se interceptariam em um ponto triplo, porém nao conseguiu
encontrar as equacgoes paramétricas de tal superficie, nem tampouco conseguiu
visualiza-la.

Figura 2.7: Superficie de Boy

Em 1978 Bernard Morin descobriu a primeira parametrizacao da superficie
de Boy, outras parametrizacoes foram encontradas depois, com destaque para a
encontrada por Fracois Apéry.

A superficie de Boy é uma realizacio do plano projetivo real P? em R? sem
singularidades, apenas com linhas de auto-interseccao e um ponto triplo.

Figura 2.8: Superficie de Boy



Capitulo 3

Projetivo de Curvatura em
pontos de uma 3—variedade

Introduzimos o conceito de projetivo de curvatura normal em pontos de uma
3—variedade de classe C? imersa em R", n > 4, que pode ser considerada a
extensao para dimensao 3 do conceito de elipse de curvatura em um ponto de
uma superficie imersa em R". De maneira similar a usada no capitulo 1, para a
elipse de curvatura, escrevemos uma expressao para o projetivo de curvatura.

Mostramos que o projetivo de curvatura esta relacionado com as superficies de
Steiner e a superficie de Veronese e que este pode ser obtido por um isomorfismo
G da superficie de Veronese composta com uma transformagao linear 1" e seguido
por uma translagao.

Finalizamos construindo exemplos e apresentando resultados quanto a geome-
tria local da 3—variedade em funcao do tipo de projetivo de curvatura.

As figuras que aparecem neste capitulo foram reproduzidas com o auxilio dos
programas Superficies e MapR2R2, disponiveis na pagina do professor Angel Mon-
tesinos Amilibia da Universidade de Valéncia, no endereco eletronico
http://www.uv.es/montesin/.

3.1 Projetivo de Curvatura

O projetivo de curvatura foi estudado detalhadamente na tese [1] de R. R.
Binotto, que aqui nos serve de texto base.

A generalizacao deste conceito para imersoes de uma variedade em espagos
euclidianos é o locus de curvatura que veremos no proximo capitulo e que foi
estudado, para o caso de imersoes de variedades em codimensao 2, por J. J. Nuno
Ballesteros e M. C. Romero Fuster em [14] e, mais recentemente, por estes autores
em conjunto com F. Sanchez Bringas em [15].

Neste capitulo vamos trabalhar com o projetivo de curvatura segundo o texto
[1], apresentamos a definigdo, expressoes algébricas e a interpreta¢ao geométrica
do projetivo de curvatura.

Definicao 3.1. Sejam M uma 3—variedade imersa em R", n > 4, ep € M,
para cada dire¢do vp, = (singcosf, singsiné, cos¢) € S?DPM, com S?D a esfera
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unitdria, centrada em p e contida em T,M, a curva obtida pela intersec¢ao do
(n — 2)-espago Hyy = N,M & (vgy) com M € chamada sec¢@o mormal de M
em p na direcao de Vpg.

Supondo
Yoo - I — M
s —> Ypu(s)
curva regular em M parametrizada pelo comprimento de arco temos
7;;(50) € N,M, ja que Véqj(so) e Vpy sao paralelos, dai o nome secgdo normal,
pois 7g¢ nao tem componente na direcao tangente.
Neste caso, o vetor 7g¢(50) ¢ chamado vetor curvatura normal de M em p.

Observacao:

Analogamente ao caso de superficies imersas em R", dadas curvas regulares
em M

a: I — M g: J — S
s — afs) ¢ t — B()
com
{ a(s)) = p . { Blto) = p
o (sg) = W B(ty) = W’

através de célculos, analogos aos feitos para umas superficies, concluimos que
N (o//(so)) =7V (5” (to)).

Dai que o vetor curvatura normal de M em p depende apenas do ponto p e
da direcao vy4 € T, M escolhida.

Como no caso de superficies, para um ponto p em M uma 3—variedade, o
projetivo de curvatura ¢é o lugar geométrico dos vetores curvatura das secgoes
normais de M em p, mais precisamente temos:

Definicao 3.2. Sejam M uma 3—wvariedade imersa em R™, n > 4, e p um ponto
em M, a aplicacao

m: SeCcT,M — N,S
(97 ¢) — np(07 ¢) = ’}/g¢<80).

¢ chamada projetivo de curvatura de M em p, com 7y a sec¢ao normal de
M em p, parametrizada pelo comprimento de arco.

Observacoes:

1. Se 7py ¢ uma curva em M parametrizada pelo comprimento de arco, com

{7(80) = P

Top(S0) = Vs

Y

entdo o projetivo de curvatura de M em p é WN(75’¢(30)), a projecao do
vetor yg4(s0) no espago normal N, M.

2. Se M é uma 3—variedade imersa em R* o projetivo de curvatura é um
segmento reta ou se degenera em um ponto.
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3. Para n = 5 o projetivo de curvatura é uma superficie plana, que pode se
degenera em um segmento de reta ou em um ponto.

4. Paran > 6, podemos ter o projetivo de curvatura, contido no espago normal
em p, sendo uma superficie ou se degenerando em regides planas, ou em
segmentos de retas ou em pontos.

3.2 Expressoes para o Projetivo de Curvatura
Seja M uma 3-variedade imersa em R"”, n > 4, dado p € M, consideremos

Yoo : I — M
s > Yoo(s)

uma curva de M parametrizada pelo comprimento de arco com

{7§)¢(50) = p

79¢>(50) = Vg
Suponhamos que M localmente em p estd parametrizada por

p: UCR>® — R"
(u,v,w) — p(u,v,w) ’

com ¢(ug, vo, W) = p, entdo podemos parametrizar yp4, localmente em p, por:

Yoo - I — R”
t o ae(t) = p(u(s),v(s), w(s)).

Logo,

20/ (s)w'(5) 2y (uls), v(s), w(s)) +v'(s) gy, (u(s), v(s), w(s)) +
20'(s)w'(s) o, (u(s), v(s), w(s)) + w'(5)*ou(u(s), v(s), w(s))
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T,M, como vy

e teremos:

Em sy, suponhamos que {©,(S0), ©u(S0), ¢w(so)} é uma base ortonormal de

= (s0)puls0) + V'(s50)pu(s0) + w'(s0)pw(so), segue que
(v (50))* + (v'(50))? + (w'(80))* = 1, assim podemos tomar

V'(sg) = singsinf
w'(sg) =  cos¢

{u’(so) = sin¢cosf

7TN(”yg,¢(so)) = sin® ¢ cos? @ o2 (p) + 2sin?(p) cosOsin 2 (p) +

25sin ¢ cos 0 cos ¢ @l (p) + 2sin ¢psin b cos ¢ ¢’ (p) +
sin® ¢ sin® 0 @y, (p) + cos® ¢ o, (p)-

Assim, para cada p € M temos:

= WN(%@(%))

= () + o)+ 265 0) +

1

7 (0.0) = N p) ) (1 = cos(26)) cos(26)

1

5Pun(P)(1 = cos(26)) sin(26) +

1

1 (= eN0) = @) + 260, (p)) cos(260) +

Puw(D) Sin(20) cosd + oy, (p) sin(2¢) sin 6,

H + B(1 — cos(2¢)) cos(26) + C(1 — cos(2¢)) sin(26) +
D cos(2¢) + Usin(2¢) cos  + V sin(2¢) sin 6,

(3.2)

1

. [gpiv;b () + oN.(p) + 207, (P)]

= ;1 [%Nu (p) — ©n (p)}

= %s@fl (p)
1 N N N
11— Ph) — ) + 200, 0)
= u(p)

= oh(p).

< 0O a w £
I
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3.2.1 O Projetivo de Curvatura Via a Forma de Monge

Seja M uma 3-variedade imersa em R"™, n > 4, dado p € M dizemos que
uma imersa ¢ : M — R" estd localmente na forma de Monge, se ¢ esta escrita
localmente em p = (0,0, 0), da seguinte forma:

o (UCR3(0,0,0) — (R”,(0,0,0,...,O))
(u, v, w) — p(u,v,w)

com p(u, v, w) = <u, v, w, 1(u, v, w), p2(u,v,w), ..., on_sz(u,v, w)), onde

(u,v,w) — @i(u,v,w)

parat=1,2,...,n — 2, sao as funcoes diferenciaveis com

©(0,0,0) = (0,0,0,...,0)

e
dp; Op; 0pi )
= = — : =1,2.3. ... - 3.
9 (0,0,0) 5 (0,0,0) 0 (0,0,0); ,2,3,....,n—3
Como 5 5 5
5 (0,0,0) = ey, 5 (0,0,0) =€y e S (0,0,0) = es,

com ey, e, ez 0s trés primeiros vetores da base canonica de R™, segue que
E=opup)-eulp) =1, F=wulp) wulp) =0, G=wpulp) pulp)=1

I'=pu(p) - pulp) =0, J=¢up) pulp) =0, K=pulp): pulp)=1
E F .G, 1,J, K sao os coeficientes da primeira forma fundamental de M em p.
Se uma imersao de M em R" é dada localmente em p na forma de Monge,

entao temos:

(@) = Cuu(D), €0, (D) = @uo(D),  ©hw(P) = Puw(P)

(D) = Lus(P);  00u(D) = Cou(®),  ©Ru(D) = Puw(p).

Na expressao 3.1 temos:

WN(vg’d)(so)) = sin® ¢ cos? 0 Puu(p) + 2sin? ¢ cos O sin @, (p) +
28in ¢ cos 0 cos ¢ Yy (p) + 28in g sin b cos ¢ Yuuw(p) +
sin® ¢ sin’ 0 @, () + 05> d P ()-

Portanto, o projetivo de curvatura no ponto p, associado a imersao ¢ de M
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dada localmente em p na forma de Monge, é:

1

no,¢) = 2 (souu(p) + ©uu(p) + 2<wa(p)> +

1

1 (#uulp) = 9o (p) ) (1 = cos(26)) cos(26) +

1

S ulP)(1 = cos(26))sin(26) +

1

1 (= 0u®) = 20u(®) + 2000 (p)) cos(26) +

Cuw(p) Sin(2¢) cos @ + pu(p) sin(2¢)sind (3.3)

Logo,

n(0,¢) = H+ B(1— cos(2¢)) cos(26) + C(1 — cos(2¢)) sin(20) +
D cos(2¢) + Usin(2¢) cos 0 + Vsin(2¢) sin 6,

(3.4)
H = ;1 [cpuu(p) + @vv(p) + 290ww(p)]
B = %l[gpuu(p>_90vv(p):|
C = %ww(p)
D = [~ 0w~ puld) + 20ulp)
U = (puw(p)
V. = ¢ulp)
Exemplos:

1. Seja M uma 3-variedade imersa em R* dada localmente em p = (0,0, 0) na
forma de Monge por:

o (UCR(0,0,0) —> (R4, (0,0, 0,0)>
(z,y, 2) — p(z,y,2) = (2,9, 2,27 +y* + 27%)

Temos:
Ppz = (0,0,0, 2), Oyy = (0,0,0,2), 3022(0,0,0, 2)

Yuy = (0,0,0,0), ¢, =1(0,0,0,0), ¢,.(0,0,0,0).
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Consequentemente,
L 3
H = Z—l[som(p) + gy (D) +290zz(p)] =(0,0,0,2).
1
B = 1 [S%x(ﬁ) - QOyy(p):| = (0,0,0,0),
1
C = Sen(p)=(0,0,0,0),
1
D = - [ — Quz(p) — yy(p) + ZQDZZ(p)} — (0,0,0,0),
U = ¢..(p) =(0,0,0,0),
v = SOyz(p) = (0707070)

Portanto, neste caso, o projetivo de curvatura
Mp SIQ, CT,M — N,S

0,0) np(e,gb):(o,o,o,g).

3
em p = (0,0,0) se degenera no ponto (O, 0,0, 5), que ¢ distinto da origem
de R*.

. Seja M uma 3-variedade imersa em R* dada localmente em p = (0,0,0) na
forma de Monge por:

o (UCR,(0,0,0) — (R(0,0,0,0)
(ZB? y7 Z) }—> (p<$7 y7 Z) = (x7y’ Z7 22)'

Observamos que
Pz = (0,0,0,0), ¢y =(0,0,0,0), ::(0,0,0,2),

pry = (0707070)7 SOCEZ = (0707070)7 §0y2<0,0,0,0).

= Qozz(p) = (07 0,0, O)
= Spyz(p> = (07 0,0, O)'

Logo,
H = [ +on) + 20.0)] = (0,0,0,5)
B = i |:§0:Jc:):(p> - QOyy(p)] = (07 0,0, O)
C = %QOxy(p) = (07070’ 0)
D = [ ¢l - en) +20.0)] = 0,001
U
Vv
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Portanto, o projetivo de curvatura ¢ dado por:
Mp S]% cCT,M — N,S

0, 9) — 1,0, 0) = (0, 0,0, % + cos(2¢)).

que é um segmento nao radial.

3.2.2 Outras Expressoes para o Projetivo de Curvatura

Seja M uma 3-variedade regular imersa em R", dado todo p € M, o espaco
tangente a M em p, T, M, ¢ um 3—espago e o espaco normal a M em p, N, M,
¢ o complemento ortogonal de T, M em R", ou seja, R" =T,M @& N,M.

Se

p: UCR? — M
(u,v,w) — (u,v,w)

é uma parametrizacdo de M definida localmente em p, com ¢(q) p e

q = (uo, vo,wp), entdo T,M é o 3-espaco gerado pelos vetores a—(’p(q), a—w(q) e
u v

¢

ow

(q), ou seja,

1,00 = {9200), 5% 0), 520)).

O conjunto de todos os espacos tangentes a M em p é chamado fibrado

tangente de M, denotado por TM, assim T'M = U T,M. Analogamente, o
peEM
fibrado normal a M é a uniao dos espacos normais a M, denotado por NM, e

portanto NM = |_J N, M.

peEM
Um campo tangente definido em M é uma aplicagao

X: M — TM
p — X(p)eT,M

que a cada ponto p € M associa um vetor tangente a M, se X ¢é diferenciavel para
todo p € M dizemos que o campo é diferenciavel. Analogamente, um campo
normal definido em M é uma aplicagao

N: M — NM
p — N(p) € T,M,

que associa a cada p um vetor N(p) normal a M em p.
O espaco de todos os campos tangentes diferenciaveis em M é denotado por
X (M) e o espago de todos os campos normais diferenciaveis a M é denotado por

N(M).

Definicao 3.3. Sejam M wuma n-variedade imersa em R"* e p € M, uma
métrica riemanniana em M, denotada por g, é um produto interno g(p)
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definido em TpM :

g T,M xT,M — R
(XIH YZD) — gp(X]m Y;) =< X> Y >ps
dizemos que (M, g) € uma variedade riemanniana.
Definicao 3.4. Uma conexao em uma variedade diferencidvel M, denotada por

V, € uma aplicagcao

Vi X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) > VyY

tal que para quaisquer campos tangentes diferencidveis X, Y e Z, e quaisquer
funcoes diferencidveis, f e g, de M valem:

(i) VixtgvZ = fVxZ +gVyZ,

(11) VX(Y + Z) =VxY +VxZ2,

(iii) Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY.

A conexao VxY também é chamada derivada covariante de Y na direcdo

de X.

Dizemos que a conexao V é compativel com a métrica Riemanniana g se
satisfaz a seguinte propriedade:

XY, 2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Seja M uma n-variedade imersa em R""* consideremos em M a métrica
riemanniana induzida pela métrica euclidiana de R"** dado p € M temos a
decomposicao

R™™ = T,M @& N, M.

Definicao 3.5. Sejam X e Y campos de vetores tangentes de M, definidos lo-
calmente ao longo de M, a conexao riemanniana em M é dada por:

T
ViV = (VyY> ,
onde X eY sdo extensoes locais X e Y em R"* ¥V ¢ a CONETA0 TIemanniana
de R"** ¢ a T denota a projecdo na componente tangente de VY .
Defini¢ao 3.6. Seja M uma n-variedade imersa em R"*, o segunda forma

fundamental em M, denotada por «, € dada por:

a: XM)xX(M) — N(M)
(X,Y) — Oé(X,Y) :Vyy—VXY,
ou seja, a(X,Y) € a proje¢do normal de V<Y .
A aplicacao « é bilinear, que para cada p € M e v € NpM induz uma forma
bilinear H, dada por:

H,: T,MxT,M — R
(X(p),Y(p)) — H,(X(p),Y(p) =a(X(p),Y(p)) v
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A forma bilinear H, induz uma forma quadratica

II,: T,M — R
X(p) +— I1(X(p)) = H,(X(p)) = a(X(p), X(p))(p) - v

chamada segunda forma fundamental de M em p na direcao de v.

Observacao:
Se M é uma superficie imersa em R? temos apenas uma segunda forma fun-
damental, pois N,M ¢é uma reta.
Se
0: UCR? — R3
(u,v)  — o(u,v)
¢ uma parametrizacao de M, definida localmente em algum p € M, com p =

9,
©(q) e ¢ € U, entdo para X(p) = a—w( ) + ba—( ) o vetor tangente e v =

9 9 ou ov
“”w a‘j( )

[Fe@azw]

) o5 = [T 60 )]

€ N, M temos:

N
0? 0? 0?
[ Qauf( )"‘2@56”;”(61)4‘1)2—@(61)] v

2

= [a%%(q) : V)V + 2ab(aigv(q) : y)y + b%%(q) : y)u] 7

920 520 2,
P— 2_ . . 2_ .
=a 2 (q) - v+ 2ab " v<q> v+b (q) - v.

Portanto,

Dado v um campo normal em M, a segunda forma fundamental induz um
operador de forma, definido em 7, M, denotado por A,, e dado por:

A TLM — T,M
. T
X — AV(X):—<VYE)

com 7 a extensao local de v definida em uma vizinhanca de p em R"™ e T denotando
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a componente tangente da conexdao V, este operador é auto-adjunto, depende
apenas do valor do vetor v em p e satisfaz a seguinte equagao (veja [14]):

A, (X)) Y =a(X,Y) v, o que implica que (X, X) - v =A,(X) - X.
Logo,
I,(X) = AX)-X. (3.5)
Observacoes:

Para superficies em R?® a expressio 3.5 nos diz que podemos encontrar os
coeficientes da segunda forma fundamental de duas maneiras:

1. Através das projecoes das derivadas dos vetores normais no plano tangente.
2. Através das projecoes das derivadas dos vetores tangentes na reta normal.

3. Se S é uma superficie orientavel imersa em R? o correspondente, em p € S, &
aplicagao A, ¢ a diferencial da aplicacao normal de Gauss, que da Geometria
Diferencial sabemos que é auto-adjunta (veja [2] pagina 166).

Seja p € M consideremos

o: UCR? — M
(u,v,w) — p(u,v,w)

uma parametrizagdo de M definida localmente em p, consideremos {vy, vy, v3}
um referencial ortonormal tangente a M em p dado por:

vi(q) = ©u(q) Uy — Eo,(q) — Fou(q)
' VE & E(EG — F?)

(EG = F?)pu(q) + (FI = EJ)pu(q) + (FJ — Gl)pu(q)

V3 = )

\/ (EG — F?) (K(EG — FY) 4 [(FJ — GI)+ J(FI — EJ))

com E, F, G, I, Je K calculados em g = (ug, vg, wp) e dados por:

E(q) = ¢u(q) - vu(q), F(q) = ulq) - ¢u(@), G(q) = u(q) - vu(q)

1(q) = u(@) - pu(@),  J(q) = ¢u(q) - ul(q) e K(q) = pu(q) - pulq),
os coeficientes da primeira forma fundamental associados a M em ¢, onde p(q) =

.
Além disso, dado v(q) € X (M), temos v(q) = Mri(q) + Aarva(q) + Asvs(q).
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Efetuando alguns célculos com a(v;(q), v3(q)), com 1 < 4,5 < 3 temos:

N 1
(Vl/11/1> = _()Oi\im

E
(v )N - L (BN o)
vive - Em Spuv gpuu )
(V )N _ (EG — F)pN + (FI — EJ)pN + (FJ — GI)pY,
\/F\/ (BG — F?) (K(EG P24 I[(FJ —GI)+ J(FI — EJ))
(V 1/2>N = ;(EQQDN —2FEFeY + F2g0N>
V2 E(EG _ F2) VU uv uy
(v V3>N _ (BG = P*)(Byy, — FouwN) + (FI — EJ)(Ep), — Fey,)

(EG — F?)\/E (K(EG —F) 4 [(FJ —GI)+ J(FI — EJ)

N (FJ—GI)(Epl, — Foll)

(EG — Fz)\/E (K(EG — F2) 4 [(FJ - GI) + J(FI — EJ)

(Vu 1/3)N _ (FJ —GI)?*eN +2(FI — EJ)(FJ — GI)eX,
i (EG — F?) (K(EG P2 [(FJ - GI)+ J(FI — EJ)
20FJ — GI)(EG — F?)pN + (FI — EJ)?pY
(EG — F?) (K(EG — F2) 4 [(FJ — GI)+ J(FI — EJ)
2(EG — F?)(FI — EG)pY, + (EG — F?)?oN
(EG — F?) (K(EG — P4 [(FJ —GI)+ J(FI — EJ) '

Podemos agora, definir os coeficientes da segunda forma fundamental de
©(q) = p € M segundo o vetor normal w.

Definicao 3.7. Seja M uwma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 4,
dados p € M e w um vetor normal em N,M, os coeficientes da segunda
forma fundamental w sao dados por:

1
€w = a(v,m) w= (Egogc) ‘W,

EpN — FoN
fw — a(’/l,VQ) W= ( pry @zx) .w7

EVEG — F?

_ Epy, — 2EF o, — F*pf,
Go = alvz ) w= ( E(EG — F?) ) -
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lw = av,g) w

B (EG—FQ)QOQIZ—F(F[—EJ)QO%—F(FJ—GI)QO%

~ \VEJ(EG _P)(K(EC_ )+ I(F) -G 1 JFI_E)))
Jo = aln,vs)-w

+

_ ( (EG—FQ)(E%]V; —FoN) + (FI—EJ)(EQO?JJ\; _F<Pi\;)
(

EG—F%¢E@«EG—F%+HFJ—GU+JMY—EA)

(FJ - GI)(Ep), — Fol,)

-w’

(EG—F%¢EQQEG—F%+HFJ—GU+JMY—Eﬂ

TN
S
|

a(vs, v3) - w

- (FJ = GI)%gY, + 2(FI — EJ)(F.J — GI)¢Y,

N QEGF%@«EGF%+KFGGD+J@YEﬂ)
2(FJ - GI)(EG — F?)pX, + (FI — EJ)*p)),

(EG—Fa@aEG—F%+HFG—GD+J@7—Eﬂ)

2(FI — EJ)(EG — F?)p). + (EG — F?)*p, »
(EG—FaQaEG—Fa+ﬂFG—GD+J&Y—Eﬂ> '

Consideremos a imersao
p: (M,p) — (R, o(p))
escrita localmente na forma de Monge é dada por:

o: (R%(0,0,0) —s (R",(0,...,0))
(ZL’, Y, Z) > Wi + Yyws + ZW3 + 901(27 Y, Z)(,d4 et SOTL—S(Za Y, Z)wn

com p € M identificado com (0,0,0) € R3, com ¢(0,0,0) = (0,0,...,0).
Além disso a aplicagao ¢ tem componentes ¢;, 1 < i < n — 3, que sao fungoes

reais diferencidveis satisfazendo 5; (0,0,0) = 8—2(0,0,0) = 8—i(0,0,0) = 0,
para todo i € {1,--- ,n —3}.
Notemos que
Op Op Oy .
= —(0,0,0 =—(0,0,0 =—-—(0,0,0) V +1=1,2,....,n—3.
€1 ax(7 ) ) €2 ay(7 ) ) €3 82(7 ) ) ? ) 4y y

Em (0,0,0) temos FE=G=K=1eF=1=J=0.
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Portanto,
Oé(l/17 Vl)P:(Oﬂo,O) = gpjxvx (p) = 9011 (p)
Oé(Vl, Vz)pz(o,o,o) = @i\;(p) = ‘Pmy(p)
(v, V3)p:(0,0,0) = W:Jc\{z(p) = ¥a:(p)
a(vs, V2)p:(0,0,0) = 903;, (p) = @yy(p)
a(va, V3)p=(000) = P3:(P) = Py:(p)
a(vs, v3)p=000) = ©2(p) = ¢2:(p). (3.6)
Desta forma, os coeficientes da segunda forma fundamental em p = (0,0,0)
segundo os vetores de um referencial normal {ey, €5, €q, . . ., €, } s@o dados por:
; i ; P i N o
Cerrs = Paa(D) = 92 (P), feirs = Pay(P) = Jry (P), Geirs = Pyy(p) = Oy (),
o i = P 7 o
leiss = Paz(D) = 5 (D)y Jeina = Py(p) = Dy (), Keira = #2:(p) = 5 SH0T)

denotados por a;, b;, ¢;, d;, r; e s; respectivamente.
Portanto, a matriz [oy] da segunda forma fundamental em p segundo este
referencial é dada por:

a1 by C1 dy 1 S1
a2 by C2 day T2 S2

Ap—3 bn—S Cp—3 dn—3 'n—3 Sn-3

A matriz da segunda forma fundamental é uma matriz de ordem (n — 3) x 6,
portanto no caso de uma imersao de M em R? a matriz [oy] é uma matriz
quadrada. Usando os coeficientes da segunda forma definidos em 3.3 obtemos
uma nova expressao para o projetivo de curvatura em p = (0,0, 0)

n—3
1 1
n,¢) = Z [Z(ai +ci+2si)eirs + Z(ai — ¢;)eirs(1 — cos(2¢)) cos(26)
=1
1 1
+ §biei+3(1 — cos(2¢)) sin(260) + Z(—ai — ¢; + 28;)ie;43 cos(2¢)
+ dieip3c08(0)sin(2¢) + 143 sin(0) sin(2¢)] (3.8)
com {ey, es,...,e,} é um referencial normal de M em p.

Outra maneira de escrever a expressao do projetivo de curvatura em um ponto
que é utilizando a parametrizacao usual da esfera, dada por

r(0,¢) = (u,v,w)
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onde
u = sing¢cosf
v = sing¢gsinf
wo o= cos ¢

com u? +v? +w? = 1.
Assim, dado (u,v,w) € 8723 parametrizamos o projetivo de curvatura por::

n(u,v,w) = H+2u*—v*)B+ 4uvC + (2w? — 1)D + 2uwU + 2vwV.
(3.9)

A Expressao Geral do Projetivo de Curvatura

Apresentaremos uma expressao geral para o projetivo de curvatura em um
ponto p de uma 3—variedade M imersa em R"™, n > 4, para qualquer parametrizacao
da imersao.

Sejam M uma 3-variedade imersa em R",n >4, p e M,

vy I — M
5 — ()

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e {v(p), v2(p), v3(p)} um
referencial ortonormal para 7),M.
O vetor curvatura normal de v em termos da conexao Riemanniana é denotado
por 7V (V.17 (s0)), este vetor depende apenas do ponto p e da dire¢do v(so).
Consideremos:
o: UCR? — M
(u,v,w) — (u,v,w).

uma parametrizacao de M em p.
Podemos entao parametrizar v por:

vy: I — M
s — 2s) = (uls), vis) wis)),

com 7(s0) = @(u(so),v(s0), w(s0)) =p e 7' (s0) = vog.

Assim,
V(s) = d'(s)eu(uls),v(s), w(s)) +v'(s)pu(uls), v(s), w(s)) +
w'(s)pw(u(s), v(s), w(s)
V(s) = u(s)pululs), v(s),w(s)) +v"(s)pus(u(s), v(s), w(s)) +



50 3.2. Expressoes para o Projetivo de Curvatura

A componente normal deste vetor é dada por:

(Vv (s0)) = (u(50))%0h, (u(s0), v(50), w(so)
2u/(s0)v '(So)%v( (s0
2u/ (s0)w'(s )‘Puw( (s0), v(s0),
(v'(s)) ey (u(s0), v(s0), w(s0)) +
20'(s0)w'(50) @y, (U(50), v(s0), w(s0)) +
(w'(50)) @ (u(50), v(50), w(so))

que depende apenas da direcao tangente e do ponto p considerados.
Por defini¢ao o projetivo de curvatura em p é a projecao normal da derivada
covariante do vetor v(f, ¢) na direcdo v(f, ¢), ou seja,

n: S2cT,M — N,M
(07 ¢) |—> 77(67 (b) = vV(@,(f))V(g? ¢)7

considerando v(6, ¢) = sin ¢ cos O + sin ¢ sin Oy + cos pr3 podemos apresentar
a expressao geral do projetivo de curvatura da seguinte maneira:

n(0,0) = 7" (Vyy'(s0))
= 7rN<(Sin(¢) c0s(6))*V,,v1 + (sin(e))? cos(6) sin() (Vl,l Ve + VV21/1) +

sin(¢) cos(¢) cos(h) (V,,lV;; + Vy3V1) + (sin(¢) sin(0))*V,, vy +

sin(¢) cos(¢) sin(0) (VU2V3 - Vl,3l/2> + (COS(¢))2VV3V3>

= (s10(6) cos(0))* (Vi) + (sin(6))?sin(20) (Vrrs)  +

sin(26) cos(0) (Vo) + (sin(@) sin(0))? (Vyre)  +

sin(2¢) sin(6) VU2V3> N + (cos(¢))? (VVSV3> :
sin(2¢) cos(6) ( V,, 1/3) " sin(2¢) sin(#) <Vu2 V3> !

[

|

(vWQ)Nu — cos(26)) sin(26)

[ - <VW1>N . <VV2 VQ)N 42 (vusug) N} cos(26) +

N N
VV1V3> sin(2¢)cos9+(vy2u3) sin(2¢) sin 6. (3.10)

AN RN = |
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Logo,

n,¢) = H+ B(1— cos(2¢))cos(20) + C(1 — cos(2¢)) sin(26)
+ D cos(2¢) + Usin(2¢) cos 0 + V sin(2¢) sin 4,

coml

4
<V,,1V3)Ne V= (V,,2y3>N,

pois <VZ,1V2>N = (V,,QI/l)N, (VU2I/3>N = (V,,31/2>N e <VZ,1V3>N = (Vl,Svl)N,

ou ainda,

3
I

00.0) = 1|5 (ot g (B — 2B + P+
( (FJ —GI?pN +2(FI — EJ)(FJ — GI)pl,
(BG — F?) (K(EG P24 I[(FJ—GI)+ J(FI — EJ)
2(FJ — GI)(EG — F*)pN + (FI — EJ)*p)]
(EG — F?) <K(EG —FY) 4 [(FJ - GI) + J(FI — EJ)

N}

2BG — F2)(FI — EG)Y, + (EG — F2)2gN ) )
(EG — F?) (K(EG —FY) 4 [(FJ - GI) + J(FI — EJ)

1 1
1E {(90% + W(EQ%VU —2EF gy, + Fz@i\@))}

(1 — cos(2¢)) cos(20) + (BN — Fp)

1
2EVEG — F?
. 1] 1/ o 1
(1 — cos(2¢)) sin 26 + 1 [_E (S%u + G2
(BN — 2BF N + F?%Vu)) +
2( (FJ — GI)?gN, + 2(FI — EJ)(FJ — GI)¢Y,
(EG — F?) (K(EG P £ [(FJ - GI) + J(FI — EJ)
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2(FJ — GI)(EG — F%)pN + (FI — EJ)?pN
(EG — F?) (K(EG ~F) 4 [(FJ —GI)+ J(FI — EJ)

2(EG — F?)(FI — EG)pY, + (EG — F?2)?pN
>] cos(2¢) +
(EG — F?) (K(EG P4 [(FJ —GI)+ J(FI — EJ)

+

(EG — F)pN + (FI — EJ)pN + (FJ — GI)pY,
\/F\/ (BG — F?) (K(EG P24 I[(FJ—GI)+ J(FI — EJ))
cos(0) sin(2¢)+

(EG — F?)(E@l, — Fol,) + (FI — EJ)(Eg), — Fo)) N

(EG — F? \/E (EG — F2) + I(FJ — GI) + J(FI — EJ)

(FJ — GI)(Epl, — Foll)

(BG — F?)\/E (BG — F?) + [(F.J — GI) + J(FI — EJ)
sin(0) sin(2¢).

3.3 A 3-variedade de Veronese Classica de Or-
dem 2

Seja a aplicacao de Veronese de ordem 2

Y R* — R
('Z‘7y’ Z7t) H 90(1‘7 y’ Z7t)

com QO(ZE, Y, %, t) = ('T2a y2’ 227 t2> \/5.1':(/, \/5.7}’2’, \/§£L't, \/§yz, ﬂytv \/EZt) :

A imagem ¢(S?) é chamada variedade de Veronese classica de ordem 2
e dimensao 3 e é uma variedade esférica em RY.

De fato,
QY S3 — R
(z,y,2,t(x,y,2)) — @(x,9,2t(x,y,2)),
com

V2yz, ﬂyt(x, Y, 2), \/5275(13, v, Z)>,

com t(z,y,2) = /1 — a2 —y2 — 22
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Notemos que:

ot byt 2t 227 2072 207 272 4 2P 2% =
1’2(1'2 + y2 + 22 + t2) + yQ(xQ + y2 + 2,2 + t2) +
A+ PP+ 2+ )+ @A+ A+ =1

Logo, ¢(S?) C §°.

Além disso, p(S?) estd contida no hiperplano

9. —
H = {(uhuQaU’37U47u57u67u77u87u9> eR ; U + ug +us +ug = ]-}7

pois se (uy, Uz, Us, Uy, Us, Ug, Uz, Ug, Ug) € P(S?), entao u; = 2%, uy = y?, uz = 2% e
Uy = t2.
Logo, uy + ug + uz +uy = 22 + y> + 22 + 1 = 1, pois (z,y, 2,t) € 2.
V3

Portanto, p(S*) ¢ HN (S) = SS(<a, 7) C RY.

A expressao da superficie de Veronese em R? ¢ dada por:

3
pow o ()
(7, y,2,t) — »(z,9,2,1),
com
3 6 2
90(1’7%2775) = <%<4y2 - 1)7 \/?_(32:2 + y2 - 1)7 g(l - 2%2 - y2 - Z2>7 \/ﬁ‘xya

V22,V 2z, N2t (x,y, 2), V 2yt (x,y, 2), V22t (2, y, z)),

com t(z,y,2) = /1 — a2 —y2 — 22
Determinamos o projetivo de curvatura no ponto ¢ = (0,0,0,1) € S3.
Como

()O-T(x7 y? Z7 t) = (07 07 _2\/§x7 \/§y7 \/527 07 \/§t<x7 y? Z) + ﬂxt:ﬂ(x?y? Z)?

\/§yt$(m, Y, 2), \/ﬁztx(:p, v, z)) ,

4v/3 6

@y(%ya%t) = (%7%7_\/§y7\/§x)07ﬂzv\/gxty(xayaz)a
V2U(@,y,2) + VIt (0,9, 2), V22t (2,1, 2) ),

goz(x,y,z,t) = <O7\/627_\/§Z707\/§$7\/§y7\/§xtz($7Q7Z)a\/§ytz<x>yvz)v

V2U(x,y, 2) + V22t (x, y, Z)>7
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entao,
0.(0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,\/5,0,0),
2,(0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,0,%/2,0),

#:(0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,0,0,v2),

dai os coeficientes da primeira forma fundamental da variedade de Veronese em
q=(0,0,0,1) sao:

E(q) = ¢u(q) pe(q) =2, F(q) = ¢.(q)-py(a) =0 G(q) = wy(q) - y(q) =2
I(q) = ¢u(q) 9:(q9) =0, J(q) =py(q) »:(q) =0e K(q) = p.(q) - 0. = 2.

Se M é uma 3-variedade, dada pela imersao ¢ : P> — R? entdo o espaco

<

normal N, M é um 6— espago com base ortonormal {eq, ..., e}, com e; 0 i-ésimo
vetor da base canonica de RY.
Assim,
o g) = 2\/_000000>

(0.0

<4\f‘[ x/_oooooo)
N g) = (000\/_00000)

(oooofoooo)

(

ooooofooo)

Lembrando que

1_
H = 1[elm)+ )0 +2620),
1_
B = ;lehm) -0,
1
C = ¢,
1_
D = |- oh) -l + 205 0).
U = ¢,
Vo= o)

e usando a expressao do projetivo de curvatura dada em 3.9 temos:

2v3 6 2
n(u, v, w) = <T\/_u2, —%(2)2 + 3w?), —\/7_(1 + u?), V2uv, V2uw, V2w, 0, 0, 0>,

que projetado em RS = N,M é a aplicagao:

n(u,v,w) = (2\/— \/—( 2 4 3uw?), ?(1+u2),\/§uv,\/§uw,\/§vw).
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Observemos que
n: S? — N,M =RS
(u,v,w) — n(u,v,w)
¢ uma aplicacao de Veronese de ordem 2 cuja imagem da restricao a P? é uma
superficie de Veronese.

3.4 Interpretacao Geométrica do Projetivo de
Curvatura

Nesta secao faremos uma breve interpretagao do projetivo de curvatura. Para
isto, consideremos a expressao da superficie de Veronese cléssica de ordem 2 em
R5 dada por:

@ S? — N,M=R°
(w,0,0) — o, v, w),

com

o(u,v,w) = (—(31}2 —1), %(1 — 2u% — %), V2uv, V2uw, \/§Uw> ,

que podemos ainda expressar da seguinte maneira:

1 1
QO(U/U,UJ) = _%7E707070 +

(% %(—M — o) V2w, V2uw, mw)

= H+6(u7v7w)7
uma transformacao afim.
Tomando:
w2 [0 % 0 0 0]
R |
’02 75 75 0 0 0
W)= 1| w e [@l=]10 0 v2 0 0 ;
uw 0 0 0 V2 0
v L 0 0 0 0 \/§ 2,02 uv,uw,vw)
temos:
P(u,v,w) = [p] [W].
Portanto,

o(u,v,w) = H+ @(u,v,w)
H+[¢] [W],

para todo (u,v,w) € S?, consideremos agora o projetivo de curvatura em p € M,
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dado pela expressao 3.8 e tomando Hy, = H + D, temos:

n : SPCcT,M — N,M=R"3
(u,v,w) — n(u,v,w), com

n(u,v,w) = Hy + 2(u* — v*) B + 4uvC + 2(—u® — v*)D + 2uwU + 2vwV.
Agora, considerando

Np 52 — RS
(u,v,w) — N(u,v,w)

com 7j(u, v, w) = (2u?—2v?, —2u*—2v?, 4uv, 2uw, 2vw) e tomando a base candnica
de R®, temos:

n(u,v,w) = (2u® —2v)e; + (—2u? — 2v%)ey + (duv)es
+ (2uw)ey + (2vw)es.

Tomando
2 =2 000
-2 -2 000
= 0O 0 400 ,
0O 0 0 20
0O 0 0 0 2

[u2,v2,uv,uw,vw)]

temos uma matriz invertivel e podemos definir a transformacao linear

T:R> — N,M, dada por

T(e1) =B, T(es) =D, T(e3)=C, T(eq) =U, T(es)=1V,

com {ey, eq, €3, €4, €5} base candnica de R®.

Logo,
Toi : S2CR® — N,M
(w0,w) — T o, v,w)
com
Toinj(u,v,w) = T((2u® —20v%)e; + (—2u” — 2v%)es + (duv)es)

+ T (2uw)ey + (2vw)es)

= 2(u? —v?)B 4+ 4uvC + (2w? — 1)D + 2uwU + 2vwV.
Portanto,

n(u,v,w) = Hy + T o 1j(u,v,w).

Agora, usamos as matrizes [1)]5x5 € [§]5x5 para encontrar a solugao da equagao
matricial [7] = [X] -+ [@]sx5, com [X]5x5.

Tomando
(X]=[@- [

obtemos a solugao que também é invertivel.
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Denotando por [G] a matriz [X] temos:

[l =[G - [#),

e consequentemente
n(u,v,w) = Hy+T oG o .

Do desenvolvimento acima segue que que [G] é um isomorfismo da Veronese
de ordem 2 em R®, pois [G] = [g] o [¢] ' : R> — R® e

n(u,v,w) = Hy+Ton(u,v,w)
= Hy+[T]-[n] - [W]
= Hy +[T]-[G]-[#] - W]
= Hy+ToGop(u,v,w),

assim o projetivo de curvatura pode ser descrito como um isomorfismo da Veronese
seguido de uma transformagao linear 7' e uma translacao Ty, .

Do desenvolvimento acima, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.8. Sejam M uma 3—variedade de classe C?* imersa em R, n > 4,
ep € M. O projetivo de curvatura é obtido por um isomorfismo da Veronese
sequido de uma transformacao linear T e uma translagao Tp,.

A natureza geométrica da imagem 7(S?) do projetivo de curvatura estd di-
retamente relacionada & imagem da aplicagao T o G o ¢(S?), como G o $(S?) é
isomorfa a superficie de Veronese de ordem 2, esta estrutura geométrica depen-
dera da aplicacao linear T', ja que posto(T) = dim(B,C, D,U,V), entdao basta
analisar o grau de independéncia linear desses tltimos cinco vetores.

3.5 Relacao entre Projetivo de Curvatura e os
pontos de 3—variedade
Nesta secao vamos considerar uma transformacao linear T:R — N,M

definida de maneira analoga a transformacao linear 7" da se¢ao anterior, agora
vamos tomar:

T(er) =B, T(es)=C, T(es)=D, T(e))=U, T(es)=V,

esta transformacao sera utilizada para analisar os tipos de projetivo de curvatura,
pois vamos considerar

m o SPcT,M — RS
0,0) = 00,9),

tal que n(0,¢) =T on(6, ), ou seja, da expressao 3.2 temos,

nd,¢) = ((1 — cos(2¢)) cos(20), (1 — cos(2¢)) sin(26), cos(2¢),
sin(2¢) cos 0, sin(2¢) sin (9) .
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E claro que a matriz da transformacao linear T é a matriz cujas colunas sao
formadas pelos vetores B, C, D, U,V respectivamente.
Considerando [W] a matriz que representa 7 dada por

(1 — cos(26)) cos(26) 2(u? —v)
s (1 — cos(2¢)) sin(26) - duv
W] = cos(29) ou [Wj=| 2w*-1
sin(2¢) cos 0 2uw
sin(2¢) sin 6 20w
temos: o
n(0,¢) = [T][W].

Agora vamos introduzir os espagos afim e linear associados ao projetivo de cur-
vatura de uma 3—variedade M no ponto p.

Definicao 3.9. Seja M uma 3—wvariedade imersa em R™, n > 4 | dado p € M
o primeiro espaco normal de M em p, denotado por NI}M, € subespaco de
N,M gerado pelos vetores H, B, C', D, U e V.

O subespaco linear de NI}M gerado pelos vetores B, C', D, U eV € deno-
tado por E,, ou seja, E, = (B,C,D,U,V).

O subespaco afim de N,M de menor dimensao que contém o projetivo de
curvatura € denotado por Af f,, portanto Af f, € paralelo ao subespaco linear E,,.

Observacao:
Segue do desenvolvimento acima que:

n(S?) = Hy+ToGo@(S?) C Aff, C N,M =R,

e é claro que Aff, = Hy + E,,.

Proposicao 3.10. Sejam M uma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 4,
ep € M. O projetivo de curvatura é substancial no subespago Aff, C NyM e
dimE, = dimAff, = posto(|T]), onde T ¢é a transformagao linear definida em
3.11.

Além disso, geometricamente temos:

(i) Se posto([T]) = 5, o projetivo de curvatura em p € isomorfo a superficie de
Veronese cldssica de ordem 2. Neste caso, diremos que o projetivo de cur-
vatura € ngcao degenerado.

(i) Se posto([T]) =4, o projetivo de curvatura em p € isomorfo 4 uma proje¢do
da superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no 4-espago Af f,.

(iii) Se posto([T]) = 3, o projetivo de curvatura em p € isomorfo a uma proje¢ao
da superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no 3-espago Af f,.

(iv) Se posto([T]) = 2, o projetivo de curvatura em p é isomorfo a uma projecao
da superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no 2-espago Af f,.

(v) Seposto([T]) =1, o projetivo de curvatura é um segmento de reta em Af f,.

(vi) O projetivo de curvatura é um ponto se, e somente se, posto([T]) =0
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Uma nocgao estabelecida em um ponto de uma 3—variedade e associada a di-
mensao do subespaco £, é a nocao de umbilicidade, veremos abaixo que quanto
menor a dimensao de FE, maior serd o “grau” de umbilicidade do ponto da
3—variedade.

Mais precisamente temos a defini¢io dada em [1]:

Definigao 3.11. Sejam M uma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 4,
ep € M. Dizemos que:

(i) p € quase-quase-umbilico se dimE, = 4, isto €, se o projetivo de curvatura
em p se degenera em uma superficie em um 4-espaco. Se o vetor H € E,, p ¢
denominado quase-quase-umbilico linear. Caso contrdrio, ele ¢ denominado
quase-quase-umbilico nao linear.

(ii) p ¢ semi-quase-umbilico se dimE, = 3, isto €, se o projetivo de curvatura
em p se degenera em uma superficie em um 3-espago. Se o vetor H € E,, p €
denominado semi-quase-umbilico linear. Caso contrdrio, ele é denominado
semi-quase-umbilico nao linear.

(iii) p € quase-umbilico se dimE, = 2, isto é, se o projetivo de curvatura
em p se degenera em uma regido plana. Se o vetor H € E,, p é denominado
quase-umbilico linear. Caso contrdrio, ele é denominado quase-umbilico
nao linear.

(iv) p é semi-umbilico se dimE, = 1, isto é, se o projetivo de curvatura em
p se degenera em um segmento de reta neste ponto. Se este segmento € de tipo
radial, dizemos que p é ponto semi-umbilico radial ou ponto de inflexao.

(v) p se degenera em um ponto, dizemos que p é umbilico; no caso em que
o projetivo de curvatura coincide com a origem de NyM o ponto p é umbilico
planar.

Proposicao 3.12. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 7.
Sep € M é ponto quase-quase-umbilico linear, o projetivo de curvatura em
p € uma superficie isomorfa a composicao da superficie de Veronese de ordem
2 com uma transformagao linear dada por uma das matrizes [T;] abaizo. FEsta
superficie estd em um 4-espago E, C NyM = R"3 n > 7, podendo ser ou ndo
um mergulho de P? neste subespaco.

Demonstragao: Suponhamos que p € M seja ponto quase-quase-umbilico li-
near, entao posto([T]) = 4, logo o projetivo de curvatura em p é uma superficie
substancial em Af f,.

Podemos supor sem perda de generalidade que n = 7, pois dimkE, = 4.
Considerando todas as combinagcoes dos vetores B, C, D,U e V', quatro a quatro

linearmente independentes na matriz [7'], obtemos as seguintes matrizes na forma
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escolanada:
01000 [0 a;, 0 0 0]
~ 001 00 ~ 0 0 1 00
[Tl}_00010’ [TQ}_00010’
000O0°1 |0 0 0 0 1]
1 0 a3 0 0] (1 0 0 ay O]
~7 |0 1 ag 00 [~}_010a240
[T3]_00010’ Ll=1001 ay 0l
|00 0 0 1] | 000 0 1]
[1 0 0 0 ays |
= 0100a25
[T5]_ 00 1 0 as
|00 0 1 ays |
Assumindo
2(u? — v?)
. 4uv
(W] = 2w? —1 |,
2uw
2w

listaremos agora as equagoes para os projetivos de curvatura em p e que podem
induzir um mergulho do plano projetivo real P? em R* ou podem ter singulari-
dades. B

Tipo 1: matriz [T}]

e O projetivo de curvatura em p é dado por:
n(u,v,w) = (duv, 2w? — 1, 2uw, 2vw)
Tipo 2: matriz [fg]
e (0,0,0,0) = n(u,v,w) = (2u® — 2v%,2w? — 1, 2uw, 2vw)
e (1,0,0,0) = n(u,v,w) = (2u? — 20% + 4uv, 2w? — 1, 2uw, 2vw)
Tipo 3: matriz [T3]

e i) (0,0,0,0) = n(u,v,w) = (2u® — 202, 4uv, 2uw, 2vw), este ¢ o mergulho
classico do plano projetivo P? em R*, que também pode ser visto como a
projecao da superficie de Veronese cléssica de ordem 2 em R*.

o ii) (a13,a23,0,0) = n(u,v,w) = (2u® — 2v? + 2a;3wW? — a13, 2a3w? + duv —
g3, 2uw, 2vw), com a3 € asz nao simultaneamente nulos.

Tipo 4: matriz [T}]

o i) (a4, a24,a34,0) = n(u,v,w) = (2u? — 20* + 2a1uw, 4uv + 2asquw, 2w* +
2az4uw — 1, 2vw) com ayy, asy, agy € R.

Tipo 5: matriz [T3]
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o (a15, 25, a35, A4s5) =

n(u,v,w) = (2u* — 20* + 2a;50w, 4uv + 2avw,

2w? + 2azsvw — 1, 2uw + 2au50w),

com ays, Ggs, A3s, 45 € R.
]

A proxima proposicao nés dara os projetivos de curvatura para pontos semi-
quase-umbilicos lineares da 3-variedade, que sao realizagoes, como superficies,
do plano projetivo real P? em 3-espacos.

Proposicao 3.13. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em R"™, n > 6.
Se p € M é ponto semi-quase-umbilico linear, o projetivo de curvatura em
p € uma superficie isomorfa a uma projegao da superficie de Veronese cldssica,
dada por uma das matrizes [T;], 1 < i < 10, abaizo.

Dependendo dos wvalores a;; poderd ser isomorfa a uma das seguintes su-
perficies: superficie Romana de Steiner, Cross-cap, superficie de Stei-
ner de Tipo 5 ou Cross-cup, ou estara contida nas quddricas: elipsoide
ou cone.

Demonstragao: Suponhamos que p seja ponto semi-quase-umbilico linear, entao
posto([T]) = 3 e o projetivo de curvatura em p é uma superficie substancial no
3-espago Af f, contido em N,M =R" 3 n > 6.

Podemos supor sem perda de generalidade que n = 6. Consideramos nova-
mente todas as combinacoes dos vetores B,C, D,U e V', trés a trés linearmente

independentes na matriz [T] obtemos:

B 00100 ~ 01 a3 0 0
[TJ: 000T10], [TQ]Z 00 0 10
0000 1 00 0 01
" 1 19 Q13 00 " -O 1 0 14 0-
[T?,]_ 00 0 10], [Td_ 00 1 ay 0|,
00 0 01 (000 0 1]
_ [ 1 a12 0 14 0 ] _ i 01 00 a5 i
[Tg,]: 0 0 1 ag 0|, Tﬁ]: 00 1 0 ay |,
(000 0 0 1| (000 1 ag
" [ 1 a19 0 0 Q15 1 s [ 10 a13 Q14 0
[T7] — 10 0 10 ay|. Tg] — 10 1 ags aw 0|,
(0 0 0 1 ag | : (00 0 0 1
N 10 13 0 a15 N 1 00 14 Q15
[T9:| = 0 1 923 0 a25 [§ T10:| = 010 924 Q95
0 0 0 1 ass 0 01 a34 Q35
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Superficies quadricas

1. Elipséide:

Se considerarmos a matriz [fl], o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é
dado por:

n(0, o) = ( cos(2¢), cos O sin(2¢), sin 6 sin(2¢)) :

com 0 < 0, ¢ < 7, cuja imagem ¢é a esfera unitdria S%.

2. Projetivo de curvatura contido em um cone:
Na ma,triz[Tlo] tomamos 14 = A15 — Q24 — Q95 — A34 — Q35 — 0.

Logo o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:
n(0,¢) = ((1 - cos(2¢)) cos(20), (1 - cos(2gz5)) sin(2¢), cos(2q§)).

Superficies de Steiner

1. Superficie Romana de Steiner:
Na matriz [ﬁ] consideramos a3 = 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

n(0,¢) = (Q(Sin(<;§))2 sin(20), cos 0 sin(2¢), sin ¢ Sin(2q§)) ,

a superficie Romana de Steiner.

Figura 3.1: Superficie Romana de Steiner

2. Superficie de Tipo 3: Cross-Cap:
Na matriz [Tg] consideramos a3 = a4 = Gog = agq = 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:
(0, ¢) = (Q(Sin(¢))2 cos(20), 2(sin(¢))sin(26), sin 0 sin(2¢)) .

Esta superficie é considerada o modelo mais simples de realizacao de P2,
que ¢ basicamente uma semi-esfera com o bordo “costurado”.
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.

Figura 3.2: Superficie de Steiner de Tipo 3: cross-cap

3. Superficie de Steiner de Tipo 5:
Na matriz [ﬁ;] consideramos a5 = ags = ass = 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

n(0, o) = (2(8111((;5))2 sin(20), cos(2¢), cos 6 sin(2¢)) :

\.

¢

Figura 3.3: Superficie de Steiner de Tipo 5

4. Superficie de Tipo 6: Cross-Cup:
Na matriz [fr,] consideramos a1y = agqy = 0 € ayy = 1.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

n0,¢p) = ((1 — c0s(2¢)) cos(26) + cos(0) sin(2¢), cos(2¢),
sin(0) sin(2¢)) .

Proposicao 3.14. Seja M uma 3-variedade de classe C* imersa em R™, n > 5.
Se p € M ¢ ponto quase-umbilico linear, os projetivos de curvatura em p
sao regioes planas isomorfas a regioes que incluem regiao triangular, regiao

eliptica, cone planar e algumas projecoes planares da superficie de
Veronese.
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/

Figura 3.4: Superficie de Steiner de Tipo 6: Cross-Cup

Demonstragao: Suponhamos que p seja ponto quase-umbilico linear, entao o
posto([T]) = 2 e o projetivo de curvatura em p é uma regiao plana contida em

Af fp-

Podemos supor sem perda de generalidade que n = 5, assim consideramos no-
vamente todas as combinacoes dos vetores B, C, D, U e V', dois a dois linearmente
independentes na matriz [T

T

[0 0
100
[0 1
100
[ 1

0 0
1 ap
0 0
_1CL12
0 0

010}

0 01

aiz daiq

0 0

0 0

a130
0 1

0 Q14
1 a94

1. Regiao eliptica:

!

1

Y

a2 a1z ais 0

15

r 1T 1T 1T 1T 1
O—= OO OO oo oo

_o Ok OF= OO OO

CL140
0 1]’

0 a15}

O = O =

1 (051

a3 0 ags
0 1 Q95

0 aux ass
1 ags aos

a3 Q14 Q15
a23 A24 A2s

Na matriz [T1o] tomando aj3 = a14 = ag3 = agq = ags = 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

n(0,¢) = ((1 — cos(2¢)) cos(20), (1 — cos(2¢)) sin(29)).

cuja imagem é uma regiao eliptica, que neste caso, é uma regiao circular.

2. Regiao triangular:

Na matriz [Tg] tomando 14 = Ag4 = Q15 = A95 — 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

(0, ¢) = ((1 — cos(2)) sin(26), cos(2¢)).
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Figura 3.5: Regiao Eliptica

Figura 3.6: Regiao Triangular

3. Cone planar:
Na matriz [T5] tomando ays = ai3 = a5 = ass = 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:
n(d, ¢) = <(1 — cos(2¢)) cos(26), cos 0 Sin(2¢)>.

4. Projecao planar de tipo 1: Na matriz [fg] tomando a5 = leajs = agq =
Qo5 — 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

(0, ¢) = ((1 — cos(2¢)) sin(26) + sin 0 sin(26), cos(2¢)>.

5. Projecao planar de tipo 2:
Na matriz [T7] tomando ays = a3 = 1 € aj5 = ags = 0.

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por:

nb,p) = ((1 — cos(2¢)) cos(26) + (1 — cos(2¢)) sin(20) +
cos(2¢), cos b Siﬂ(?qf))).
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Figura 3.8: Projecao planar de tipo 2



Capitulo 4

Locus de Curvatura de uma
Variedade Imersa em
Codimensao 2

Neste capitulo, temos como objetivo introduzir o conceito de Locus de Cur-
vatura e obté-lo analiticamente a partir dos invariantes da 2* forma fundamental,
este conceito esta diretamente relacionado com a elipse de curvatura e o projetivo
de curvatura.

Através da expressao da segunda forma fundamental em uma dire¢ao normal
dada pela expressao 3.5 definimos o locus de curvatura para uma n-variedade
imersa em R"*2

Fazemos alguns calculos e exibimos alguns resultados relacionados a sua ge-
ometria.

Os textos aqui utilizados foram [14] e [15].

4.1 O Locus de Curvatura

Definicao 4.1. Sejam M uma n-variedade imersa em R™, p € M e S, a n-
esfera unitaria em T,M, o locus de curvatura de M em p, denotado por n,, é
o conjunto das imagens da aplica¢ao

n:S, — N,M
X — n(X)=aX, X).

Observacao: A elipse de curvatura dada na definicao 1.2 e o projetivo de cur-
vatura definido em 3.2 sao exatamente o locus de curvatura no caso em que M é
uma superficie e em que M é uma 3-variedade, respectivamente.

Definicao 4.2. A codimensao de M uma n-variedade imersa em R™ € o
numero k = m — n. Neste caso dizemos que M estd imersa em codimensao

k.

Nesta se¢ao vamos considerar M uma n-variedade imersa em R™ em codi-
mensao 2, ou seja, m —n = 2, e portanto N,M o espago normal de M em p é um
plano.

67
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4.1. O Locus de Curvatura

Assim, vamos considerar {vy,15} e {Xy,---, X, } bases ortonormais de N, M
e T,M, respectivamente, com a ultima uma base de autovetores, cuja existéncia
¢ garantida pelo fato de que assumimos que

A, (X)) =) a;X;

J

A, (X)) = Z b X;.
J

Logo, para todo p € M dado X = (z1,---,2,) € S,, podemos escrever
X=X+ +2,X, com2?+---+ 22 =1, daf que

n(X)

Exemplos:

= s(X, X) = (A, (X), X)u1 + (A, (X), X)r

— ( Z CLijZUifL‘j) v+ ( Z bijxi$j> Va.
J

J

1. Sejam M uma 5—variedade imersa em R” e g : R® — R” a imersao dada

por:

g: R

— R

(x7y7z7t7 u) '—> g(',’U? y? Z? t?u) ‘

com g(z,y, z,t,u) = (x,y, 2, t,u,20* — 22 + u?, —2? + 2y* — 22 + 1* + tu).

Encontremos o locus de curvatura de M no ponto p = (0,0,0,0,0), fazendo
os calculos das derivadas parciais de primeira ordem,

X 0,92 1.0)

dg
22(0,0,0,0,0
ax(7777)

g_i(x7 y7 Z? t’ u)

Jg
-2(0,0,0,0,0
8y(7’77)

dg
&(l’vyaz7t7u)

dg
5(07 0,0,0,0)

dg
a(a%yuzftuu)
dg

—2(0,0,0,0,0
at(7777)

dg

_(xaya Z,t,U)

ou
dg

_(Oa Oa 07 07 0)

ou

(1,0,0,0,0,4x, —2x)
(1,0,0,0,0,0,0)
(0,1,0,0,0,0, 4y)
(0,1,0,0,0,0,0)
(0,0,1,0,0, —4z, —22)
(0,0,1,0,0,0,0)
(0,0,0,1,0,0,2t + u)

(0,0,0,1,0,0,0)

= (0,0,0,0,1,2u,t)

= (0,0,0,0,1,0,0)
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observamos que o conjunto de vetores

9, 0 0 9, 9,
{—%) = 1,75, (P) = 2,75 (p) = 5, 5 (0) = 5, 50 (p) = e5}

é base para T, M, consideramos o conjunto {vy, 15} = {es, e7} como base de
vetores de N,M, com e;, para i € {1,...,7}, vetores da base canonica de
R”. Calculando as derivadas de segunda ordem obtemos:

0?g

@(x,y,z,t,u) = (0,0,0,0,0,4,—2)
0?g

a—yQ(:r,y,z,t,u) = (0,0,0,0,0,0,4)
82

a—;(x,y,z,t,u) - (0707070707_47_2)
82

a_t.g(x7yazvt7u) = (0707070707072)
62

a_ig(f”’%m“) = (0,0,0,0,0,2,0)
9%g

m($,y,2,t,U) = (0,0,0,0,0,0,1), (41)

com

g  Pg  Pg  9Pg g g  9Pg 9Py 0%y
0xdy  0x0z 0zt Oxdu Oydz Oydu Oydt 020t 0z0u

=0

e escrevendo os vetores de 4.2 em relagao aos vetores v; e vy temos:

%(w, y,z, t,u) = 4y — 21

giyg(x, y,z, t,u) = Ovy + 4w

%(m, y,z, t,u) = —dvy — 21

g—ig(m, y,z, t,u) = Ovy + 21

%(aj, y,z,t,u) = 2u7 + O

%(LE, y,z, t,u) = vy + vy, (4.2)

consequentemente as matrizes A,1 e A, 9 sdo dadas por:

40 0 00 —20 0 00
00 0 00 0 4 0 00
4, ]=]00 -4 0 1 e A,]=] 0 0 =20 0
00 0 00 00 0 21
00 0 0 2 00 0 10
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Agora, podemos calcular A, (X;) e A4,,(X;), onde X; = ¢; parai € {1,...,5}.

AVI (Xl) = 4X1> AVI (XQ) = 07 Al/1 (XS) = _4X3> Aul <X4) = 0,

Al/1 (X5) - 2X57 AI/Q(Xl) - _2X17 AI/Q(X2) - 4X27 AI/Q(X3> - _2X37
Aug (X4) = 2X4 + X5 (§] Ay2 (X5) = )(47

fazendo os célculos de n(X;), para i € {1,...,5} obtemos:

n(X1) = (A, (X1), X)) + (A, (X1), X1)rs
n(X1) = @Xy, X+ (—2X1, X1)1
U(Xl) = 41/1—2V2.
Assim:

n(Xz) = O+ 41y

T](Xg) = —4V1—2V2

n(Xy) = Ovp+ 2w,

U(X5) = 27/1+0V2.

Considerando os pontos (2, —1), (0,2), (—2,—1),(0,1),(1,0) em N,M, o lo-
cus de curvatura 7, é um triangulo com vértices (2,—1),(0,2) e (=2, —1).
A restri¢ao de 7, no plano resulta em uma elipse nao degenerada contida
no triangulo.

N
i 8
1"-\
e

0.5

Figura 4.1: Locus de Curvatura-triangulo degenerado

Neste exemplo, o espago normal a variedade ¢ um plano e o locus de cur-
vatura ¢ dado pelo conjunto de vértices, resultante da uniao dos pontos,
que sao imagens da aplicagao n pelas coordenadas do plano gerado pelos
vetores vy € vs.

2. Seja a imersao na forma de Monge dada por:

P R} — R®
T 2 22),
2

(z,y,2) — @(x,y,2) = (xyz 5
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e que parametriza localmente uma 3—variedade M. Como veremos o locus
de curvatura no ponto p = (0,0,0) é um segmento no plano normal N,M.

6

54 N_M

24

=3}

Figura 4.2: Locus de Curvatura-segmento

De maneira similar ao que fizemos no exemplo anterior, temos:

9,
_gp(iU?Z/, Z) = (L0,0,.%, 2$)

Ox
g—zg/(:v,y,Z) = (0,1,0,y,—y)
%(w,y,z) = (0,0,1,2,—2),
em p = (0,0,0) {g—i(p),%(p),%(p)} ¢ base para T,M, considerando

{v1,1»} base para N,M e fazendo os célculos abaixo:

82
8—;5(]9) — (0,0,0,1,2) = 11 + 2vs
82
a—yf(p) — (0,0,0,1,—1) = 11 — 15
@2
20 = (0.0,01,-1)=n -
© 82 82 62
o . Po, . Po,
Logo,
100 2 0 0
A,0=1010 e [A]=]0 -1 0
00 1 0 0 -1
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Agora, podemos calcular A, (X;) e A4,,(X;), onde X; = ¢; parai € {1,...,3}.
AVI(Xl) = Xla Al/l (XZ) = X27 € Am (X3> = X37
A, (X1) =2X1,  Ap(Xo) ==Xy e Ay, (X3) = =X,

Realizando os cédlculos para n(X;) para i € {1,...,3} obtemos:

n(X1) = (A, (X1), X)v + (A, (X1), Xi)re
n(Xy) = (X1, X+ 22Xy, X))
n(X1) = 1l + 2us.

’I’](Xg) =V — Uy e 77(X3) = OV1 — 9.

Portanto, o locus de curvatura 7, ¢ um segmento no plano normal N,M.

Observacao: No tltimo exemplo o locus de curvatura é o projetivo de curvatura
definido em 3.2, que neste caso se degenerou em um segmento.

Curvatura normal

Sejam M uma n-variedade imersa em R"** e V a conexdo riemanniana de
M induzida de V conexao riemanniana de R"**. Dados X € TpM e v € N, M,
denotamos por Dxv = (VXV)L com | a projecao normal de Vxv.

Definicao 4.3. A curvatura mormal de M em p, denotada por Rp, € a
aplicacao

Rp: T,M xT,M x NJM —s N,M
(X,Y, V) — Dx(DyV) — Dy(DXV) — D[va}V )

Observacao:

Se S é uma superficie regular, o valor da segunda forma fundamental em um
vetor unitario v € T,,S ¢ igual a curvatura normal de uma curva regular passando
por p e tangente a v € 1,5, isto é, a curvatura no ponto a(t) de uma curva
regular contida em S, cuja tangente nesse ponto é o vetor o/(t), é igual ao valor
que obtemos aplicando a segunda forma fundamental /1, em o (t). A curvatura
normal de uma superficie é a medida escalar da taxa de variagao da direcao do
vetor normal em torno da superficie.

Considerando que R™™* tem curvatura nula temos a equagao Ricci (veja [14]
e [15]) é dado por:

(&, Rp(X,)Y)v) =(X,(Ac0 A, — A, 0 A)Y)

para todo X, Y € TpM e todo &, v € N, M.

Em alguns resultados envolvendo o locus de curvatura, precisaremos que a
curvatura normal no ponto p € M, Rp(p), seja nula. Essa afirmagao equivale a
um resultado muito importante, a saber:
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Proposicao 4.4. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) Rp(p)=0.
(ii) A, 0 A = A0 A, para quaisquer v e £ € N,M.

(iii) Para todo v € N,M existe uma base ortonormal {X,...,X,} de T,M
formada de v—direcoes principais.

Definicao 4.5. Seja v € N,M um vetor normal, os autovetores da aplicagdao
auto-adjunta A, : T,M — T,M, py,--- , p, de A,, sao chamados curvaturas
principais de M em p na direcao de v, ou simplesmente v-curvaturas prin-
cipais.

Dizemos que X € T,M ¢é uma v-diregao principal se ¢ X é um autovetor
de A,. Sabemos que para todo v € N,M podemos escolher uma base ortonormal
{X1, -+, X,} para T,M com v— direc¢oes principais, isto é, de tal modo que,

Um ponto p € M é v—umbilico se existe i € R tal que A, = pld, ou equivale
a dizer que as v—direcoes curvaturas sao iguais. Dizemos que p é umbilico se é
v—umbilico para todo v € N,M. Dizemos que p ¢ semiumbilico se ¢ v—umbilico
para algum v # 0, v € N,M.

4.2  Alguns resultados sobre o Locus de Cur-
vatura

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados encontrados em [14] e [15] para
o estudo do locus de curvatura.

Teorema 4.6. Sejam M uma 3—wvariedade tmersa em codimensao 2 e p € M.
Entao Rp(p) = 0 se, e somente se, existe uma base ortornormal {X1,..., X, } de
T,M formada por direcoes assintoticas.

Teorema 4.7. Seja M C R"? uma subvariedade e sejap € M. Entio Rp(p) =0
se, e somente se, existem Xi,---, X, tal que para todo i # j, X;, X;, gera um
plano m;; C T,M e n(S, Nm;) € o segmento n(X;)n(X;).

Observacao:

O teorema acima é uma generalizagdo do resultado mostrado em [12] que
afirma que em uma superficie M imersa em R* um ponto p é semiumbilico, ponto
em que a elipse de curvatura se degenera em segmento, se, e somente se, existem
duas direcoes assintoticas ortogonais. ¢ao

Corolario 4.8. Sejam M C R"2 uma subvariedade e mp € M, tal que Rp(p) =
0. Se {v1,1n} e {Xy,...,X,} sao bases ortonormais de N,M e T,M, respectiva-
mente, tais que

Ay, (Xi) = NX; € Ay, (Xi) = 1 X,
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entio n, € uma envolvente convexa de Py,--- , P,, onde P, = n(X;) = \iv1 +

Hil2.
Demonstragao:
Dado X € §,, temos X =z, X; + ... + 2, X,, com 4. 422 =1,

Entao,
n(X) = <Z )\Za‘f) v+ (Z ul:ﬁ) Uy = Zx?PZ

P3

Py

Figura 4.3: Envolvente Convexa

Observagao: A reciproca do corolario é falsa.
No exemplo da pagina 71 temos a curvatura Rp # 0, pois as matrizes

40 0 00 20 0 00
00 0 00 0 4 0 00
4,]=]00 -4 0 1 e A= 0 0 =20 0
00 0 00 00 0 21
00 0 0 2 00 0 10

nao satisfazem a condigao A4,, 0 A,, = A,, 0 A4,,.

Exemplo:

1. Seja M uma 3—variedade imersa em R°. Considerando a imersao g dada
por:
g: R3 — RS
($, Y, Z) — g(x,y, Z) = ($, Y, 2, - y37y3 - 23) .
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Encontremos o locus de curvatura de M no ponto p = (1,1, 1).

0

a—i(:ﬂ,y,z) — (1,0,0,322,0),
dg

a_y(x7yaz) = (071707_3y273y2)7
dg 2
&(x,y,z) = (0,0,1,0,—32 ),

em p temos

dg

a_l‘(p) = (170707370)7 _<p) = <07 1707 _373)7 _(p> = (0707 17073)7

o conjunto de vetores
dg, . 09,  dg, .
{ax(p) = e, ay(p) =e2,5-() = 63}

¢ base para T, M.

Consideramos o conjunto {v1, 12} = {ey, e5} como base de vetores de N, M,

com e; para i € {1,...,5} vetores da base canonica de R, temos:
0%g
@(p) = (O, O, 0, 6, O)
82
a_yg@) — (0,0,0,—6,6)
0%g

Com 29 _ 09 _ Py
oxdy  0xdz  ydz

aos vetores v; e vy obtemos:

= 0 e escrevendo os vetores de 4.3 em relacao

%(p) = 6v; — Oy
giyg@ — 611+ 6v,
%(p) = Ov; — 61y
ggy(p) = Oy + O,
afgz(p) — Oy + O
a?jagz(p) = Ov; + 0wy (4.4)
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entao,
6 0 O 00 0
[A,]=10 =6 0 | leme [A,]=10 6 0
0 0 O 0 0 —6

Assim podemos calcular A,,(X;) e A,,(X;), onde X; para ¢ € {1,...,3},

obtendo:
AV1 (Xl) = 6X17 AVl(X2) = _6X2 € Aul (XS) = 0X3
AV2<X1) = 0X1 A,/2(X2) = 6X2 € AVQ(Xg) = —6X3
Fazendo os célculos de n(X;), i = 1,...,3 temos:
n(X1) = (A (X1), Xp)vr + (A, (X1), Xy)vy
n(X1) = (6X1, X1)v1 + (0X1, X1)vy
T](Xl) = 61/1 + OVQ
e

n(Xs) = —6vy +6v5 e n(X3)=0v; — 61s.

Considerando os pontos (6,0), (—6,6) e (0,6) em N,M.
O locus de curvatura A, é o tridngulo com vértices (6,0), (—6,6) e (0,6).

Observemos que,

6 0 0 00 0 0 0 0
A, oA, = A,o0d,=|0 —6 0 06 0 |=|0 -3 0
0 0 0 00 —6 0 0 0

Figura 4.4: Locus de curvatura-triangulo

Proposicao 4.9. Seja M uma 3-variedade em codimensao 2. Suponha Rp(p) =
0. Se p € um ponto quase umbilico linear, o locus de curvatura A, é um
triangulo.
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Observamos que o resultado da proposicao acima se refere ao resultado apre-
sentado no capitulo anterior, na proposicao 3.12, ou seja se p € M é um ponto
quase umbilico, o projetivo de curvatura sao regioes planas, dentre elas, a regiao
triangular. Na matriz

[@]:{0 1 0 a14 Q15

0 0 1 24 Q95

tomando a4 = a9y = a15 = ags = 0 ¢

(1 — cos(2¢)) cos(20)

(1 — cos(2¢)) sin(26)

(W] = cos(2¢)
sin(2¢) cos 0

sin(2¢) sin 6

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por: [T][W] = (6, ¢) =

((1 — cos(2¢)) sin(20), cos(2¢)) Para mostrar que a imagem de 7 descreve uma
regido triangular, tomemos ¢ = cos(2¢) e s = sin(26) obtendo:

n(s,t):<(1—t)s,t)>, 1<t s>1

Se s = 1 obtemos 7(1,t) = (1 — t,t) que descreve um dos lados do triangulo. Os
outros dois lados sao dados por:

n(—=1,t) = (t—1,t) n(s,—1) = (2s,—1).

Figura 4.5: Regiao Triangular



Conclusao

Através do projetivo de curvatura foi possivel observar algumas caracteristicas
geométricas de 3—variedades, sobretudo a respeito do grau de umbilicidade do
seus pontos.

Introduzimos o conceito de locus de curvatura baseados no estudo da elipse
de curvatura para superficies imersas em R", n > 4 e do projetivo de curvatura
de 3—variedades imersas em R", n > 5. Por meio de exemplos foi possivel
contextualizar o estudo do locus de curvatura, com a elipse de curvatura e o
projetivo de curvatura, ressaltando informagoes geométricas semelhantes entre
eles.

Nossa perspectiva é que por meio do estudo do locus de curvatura possamos
observar outras caracteristicas geométricas em variedades em codimensao maior
que 2.
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