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14/4/2010 -ALGA-1: Exercicios Resolvidos Superficies Quéadricas

* Do Livro de Geometria Analitica - Alfredo Steinbruch, Patdmterle.

1 — Revisao de conteudo.

2 — Veja alguns exemplos graficos de superficieadges a partir do computador. Partindo de
exercicios mais simples, e seguindo até as fornaés complicadas.

Uma brevissima revisdo das equacdes e dos grafidessuperficies:

Elipsoide:

Centro C(0, 0, 0):
2 2 2
C+leZ=
O sinais da equacéo sao positivos.
a, b e ¢ sdo os eixos das elipses.

Centro Ch, k, ):

(x—hf+<Y—k)4jz—Uzzl
a2 b2 C2

Centro C(0, 0, 0).
Um dos sinais € sempre negativo.

X2 2
Q) ++- :¥+L2

b

ZZ
=1

2 2 2
2) +-+ :X——L+Z—:1
a c

- Z —
3) -++ __—+—2+C—_1

Hiperboldide de duas folhas:

Z“

U

X

Centro C(0, 0, 0).
Dois sinais sdo sempre negativos.

X2y 2
W+ G-l
2 2 2
(@-+-:-§+§—%=1
X2y 7
@) --+ ——-L+Z=1
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Paraboloide Eliptico:
Os sinais séo iguais.
ax, by, cz

(1) +=5-=cz

2 S +Z =by

L8]

(3) Y +Z —ax

Paraboloide Hiperbdlico (Sela):
Os sinais séo contrarios.

2
(1) Y Xz

b2 a.2
zZ x?
X (2) P by
zZ Y _
(3) g — F =aX
Superficie Conica: Equacdes semelhantes as do Elipséide porem

igualadas a zero.

O termo de sinal negativo indica o eixo dos

cones.

y? 7 _
Yz

. , X2
1) eixo z (fig. ao lado):— + = —
(1) eixo z (fig St o
z=0, a = b, obtém-se ursaperficie conica
circular. Mas se & b entdo obtém-se uma
superficie conica elipticaO mesmo se aplica
nas demais equacoes.

2

X%y

z
=

2) eixox; ——+L+ 0
(2) 2Tt e

. . X2 y2 ZZ_
(3) eixoy: ¥_§+§_O
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Superficie Cilindrica:

DU T L W L W

|

curva diretriz
retas geratrizes

Vol

\
A

cT S

O grafico se auto explica, mas faremos algumasaersgdes

Imagine que vocé tenha urequacdode uma curva, entdo ela pode ser: uma circunfexfelgpse,
hipérbole ou parabolajas nédo limitando-se apenas a estas curvas

Estaequacdoé chamada de diretriz, porque realmente dara un@géo ao plano.

Imagine que as retas vermelhas estdo avancando

/ na direcéo (tanto faz o sentido) da curva azul,
] / / entdo elas estao gerando o plano, por isso sao as
. / / / geratrizes.
%gf S / Se as retas se movessem muito rapido na
/:ﬂ/%// direcéo da diretriz, entdo viriamos apenas o0 seu
1 =< rastro formando um plano (figura ao lado).
Exemplos:
X2 z¢
x?=2y 49t

Superficies degeneradasAinda existem casos onde os graficos podem repersgumadricas
degeneradas, exemplos:

a) x2-16 =0; dois planos paralelos: x=4ex=-4
b) 3y2=0; um plano: o planoy =0

C) X2+ 2y?2 =0; uma reta: o eixo dos z.

d) 2x2 + 4y?2 + 5z2 = 0; um ponto: a origem (0,0,0)
e) 3x2+ 2y2 + z2 = -3; 0 conjunto vazio.

(Exemplos do livro, pg;289, Observacao.)
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Livro, pg. 289, 8.6 Problemas Propostos, exercidid.
Identificar as quadricas representadas pelas egsacd

b) 2x2+ 4y? +72-16=0

Solucéo:
2x2+4y2+72=16 X2 y2 72
16 - gtatied
o ¥.,Z_
Xx=0 . F*~t
elipse:a=%4 , b=%2 .
2 22
= — 4+ —
y=0 . g*=t

elipse:a=+4 , b=¥8=2,/2=2,83

o XL¥Y_
z=0 '8+4__1 )
elipse:a=%/8=2,/2=2,83 , b=+2

Os gréficos serdo gerados por computador, e os egbs ficardo por conta do estudante.

Elipsoide
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)z =x2+y?
Solucéo:
x=0 ,z=y?

Essa equacéo identifica uma parabola que intercegiteo z e percorre 0 eixo y

y=0 , x?=z
Essa equacéo identifica uma parabola que intercepiteo z e percorre 0 eixo X

Z=X2+ y2

Essa equacéo identifica uma circunferéncia, nacelt sistema xyz

z=0, x2+y?=0 (raio = 0, ndo existe circunferéhcia

z=4, x?+y?=4 (raio = 2, existe circunferéncia)

e a medida que aumentanm® raio também aumenta (proporcionalmente), erabmddide vai
crescendo infinitamente!

T
)

g0

=

Paraboldéide circular.
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n)4y2+z2-4x=0
Solucéo:

Apenas manipulando a equacéo, dividindo tudo porsélando x.
4y*+ 72— 4x =0 N 2+Z-2—x

4 g
Essa ultima equacéo, identifica uma elipse quavarieixo X.

Vemos que @ixo maior (2a)estd em z, e eixo menor (2b)em y.
Dando valores para X, fica mais facil de desenhar:
x =0 , ndo existe elipse!

2
x=1, y2+ZZ=1

eixo maioremz, a2=4 , b2=1

logo a=+2 , b=zx1

72 yz
= 2+-: Z_+
X=4y 7 4 = ]

eixo maior em z, a2=16, b2=4

z

16

1

logo a=x4 , b=x2

Veja que a elipse aumenta conforme O software mudou o angulo, mas os eixos
percorre 0 eixo X. onde a elipse varia, sdo 0s mesmos!

Paraboldide eliptico.
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Prova de exame, exercicio 5 (Udesc 2009/2).
Identificar as quadricas definidas pelas equac@epresentar graficamente:

Solucéo:

a) O processo é 0 mesmo veja (e vocé tem que
dominar o conteudo de hipérboles).

_aZ Y_
X—O,g—j—l

Identifica uma hipérbole. No eixo z (+3), e em
y (x2). Com esses pontos tragamos as
assintotas e depois a hipérbole.

y—O,—Z+§—1

Também identifica uma hipérbole no eixo z
(£3), e em x (£2).

z = 0, aqui ndo existe curva.

Logo com as duas hipérboles ja temos uma
idéia do que se trata e podemos fazer o grafico.

Na (fig. a) mostra-se as assintotas.

Em azul estdo as do plano yOz, quando x = 0.

Em verde estéo as do plano x0z, quando y = 0. /ﬁ i \
3 ;
4

O significado das assintotas nesse caso, é que
o hiperboloide (de duas folhas) vai se
aproximando das retas, mas nunca o tocando
(isso nos da uma idéia de como desenhar, por
isso é util).

(fig.b)
Hiperboldide de duas folhas.
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Neste grafico somente uma parte das curvas foram
feitas.

Podemos ver as parabolas e a elipse, siga as cores.

x?— 32

=—x?-322+2
equacao:
X2+ 322=2—-y

Um pouco confuso, mas manipulando
chegamos a uma visualizagdo melhor da

Solucéo:

b) y
y—2

sty

N

1%,
XA
NS
o AN
,&3&&?‘0 e,

eliptico.

Neste grafico podemos ver bem a elipse (como se
fosse a boca do grafico) que define o paraboldide

0

)com concavidade negativa.

0, temos a equacdao igualada a u
0

bY

)com concavidade negativa.
doaz

doy

~

x2—322+2
30 a X
322+ 2

X2+ 2
Isso identifica umgarabola no eixo Oy (em

Logo, duas parabolas negativas e uma elipse

e iSso nos da uma elipse que varia no eixo y
XZ
2
Isso identifica uma elipse com eixo maior em
que varia no eixoy.

X2
2
Entdo quan

%2}
@©
S
A
>
o
o
Pl
()
o
c
=
O
Q
S
8
LY
o
o)
\©
S
@©
&
£
=]
%2}
o
=
Q
+—

Agora dividindo por dois, isso por que quandc
Voltando a equacéo dada temos:

fazemos y

X, € eixo menor em y.
y

E quando fazemos z
relac

E quando x

em relag

y
y

tico.

Paraboldide elip
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Prova, exercicio 4 (4,0 pts.) (Udesc 2009/2).
Identificar as seguintes superficies e represgmédicamente:

As andlises ficam por conta do estudante, veja&fecgs e exercite!
a) z=-x2-2y>+1

X2 ZZ_ y2
) — 5=y

2 2
C) ZZ—%ZQM

d z-y?=1
e) X2+z2-22=0

f) 36x2-72x +4y? +9z2 = 36

Solucéo:

a) Paraboldide eliptico b)Hiperbolobide de duas folhas c) Paraboldide Hiperbdlico

d) Superficie Cilindrica e) Superficie cilindrica f) Elipsoide.
Parabdlica. circular. 5
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