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EXERCICIOS RESOLVIDOS E COMENTADOS (PARTE 2)

1) Limites: Calcule os seguintes limites abaixo se existirem. Caso contrario, justifique a nao existéncia.
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Resolucao: Note que 11
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nacao a fim de encontrar o limite, caso ele ex1sta O procedimento mais comum quando se trata
de limites envolvendo raizes é a chamada racionalizacao, onde multiplica-se a funcao cujo limite
queremos determinar por um fator adequado que elimina a indeterminacao. Por exemplo
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.Temos, portanto, que remover esta indetermi-

x (Vo +2) = lim(vr +2) = 4

Mas este processo torna-se complicado quando temos raizes de ordens superiores a 2, pois identificar
o fator que deve-se multiplicar a funcao a fim de remover a indeterminagao nao ¢ mais imediato.
Tomaremos, entao, uma abordagem diferente primeiramente eliminando os radicais. Como temos
termos do tipo J/z,</z e </z, vemos que uma substituicao do tipo z = u*® eliminara todos os
radicais, pois 30 ¢ o minimo multiplo comum de 2,3 e 5 e sabemos que V2™ = z». Note que
r — 1= u— 1, portanto:
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A indeterminagao ainda persiste, mas agora temos outra técnica disponivel, pois o fato de que
u? +u® =2 =0euf +u'® —2 =0 quando u = 1, nos sugere que esses polinémios podem
ser escritos como u'® +u'® —2 = (u—1)(...) e u® +u'® =2 = (u — 1)(...), ou seja, ap6s
serem escritos dessa forma, os termos responsaveis pela indeterminacao estarao explicitos tanto no
numerador quando no denominador e serao cancelados, permitindo calcular o limite através dos

termos restantes, mas primeiro devemos determina-los. Para tanto, basta efetuarmos a divisao dos
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polinémios 1 e T Apos efetuarmos a divisao (pelo método de Briot-Ruffini,
U — u—
por exemplo) obtemos:
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Onde ja simplificamos os polinémios. Agora estamos aptos a calcular o limite:
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(b) lim (\/6.772 +ax — Ver? + bx)
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Resolucao: Quando se trata de limites com x — =400, a téatica é deixar a funcao cujo limite

- constante )
queremos calcular em fun¢ao de termos apenas de constantes e/ou ———— ] com n >0, pois
x
estes tltimos tendem a zero quando x — +o00 sobrando apenas as constantes, caso o limite exista.
Para fazer isto, basta colocar o termo de maior grau em evidéncia. Vejamos isto na prética, mas

antes precisaremos fazer uma pequena modificagao :
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Resolucao: Este limite assemelha-se ao limite fundamental lim <1 + —> = e. A ideia é que
r—>00 €T

possamos reescrever o limite com essa mesma forma para podermos fazer uso desse resultado.
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Por fim, precisamos que o mesma funcao que aparece entre parénteses no denominador apareca
no expoente da funcao. Podemos fazer isso inserindo-a no expoente, contanto que multipliquemos
pela inversa para que nao mudemos a funcao. Ou seja:
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Entre as chaves, temos o limite da forma que queremos, mas antes de usar o limite fundamental
2

devemos checar se o limite lim 3 1z tende pra oo assim como no limite fundamental. De fato:
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Portanto, podemos fazer a mudanca de variaveis u = T ir
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para o limite entre chaves e aplicar

o limite fundamental, o que resulta em:
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Vejamos agora o limite no expoente:

— 2 _ 3 _ 2 3 _
lim(32 4x)(x 1):11m—x<x )x—(l—i):lim—(“"’ 4 (1—i)=—4
z—o0 \ 22 + 4z x vmoo 2 (14 2) @ x2 z—oo (1+2) 22

Logo
z2—1
lim 2’ +3 - e 4
z—o0 \ 22 + 4x N
() lim cosx — cos® x

x—0 31‘2

Resolucgao: Limites contendo fungoes trigonométricas e poténcias de x sugerem recorrer ao limite
. sinzx

fundamental lim
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fundamental no limite que queremos determinar.
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= 1 como uma primeira tentativa. O desafio esti em fazer aparecer o limite

1

3
Onde usamos a relacio cos’z + sin®z = 1. Ter um dominio sobre relacdes trigonométricas é de
extrema utilidade quando se trata de limites envolvendo tais funcoes.

2) Continuidade: Estude a continuidade da fungao:

f<x):{22x+a <1

= ;x> 1
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Resolucao: Polinémios de = sao continuos para todo z € R, logo a fungao acima é continua para todo
x> 1oux < 1. Temos que checar o ponto x = 1, pois os limites laterais podem ser diferentes, visto
que as funcoes sao diferentes caso o limite seja pela direita ou pela esquerda. De fato:
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Logo, a funcao f sera continua também em x = 1 se, e s se:

1
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Portanto, f(z) é continua para todo x € R, se a = —1 %+ V2 e sera continua em z € R — {1}, caso
contrario.

TVI: Se g é continua, g(1) = ¢g(3) = —10 e ¢g(2) = 10, entdo g possui exatamente 2 raizes em [1, 3]?

Resolugao: Sendo g uma fungdo continua, em particular, entdo ela o é nos intervalos [1,2] e [2,3].
Sendo g(1)g(2) < 0e ¢g(2)g(3) <0, o teorema do valor intermedidrio (TVI) nos garante que existe pelo
menos um ¢; € (1,2) e outro ¢y € (2,3) tais que g(c1) = g(c2) = 0, ou seja, o teorema nos garante
apenas que existem pelo menos duas raizes no intervalo [1, 3], podendo, portanto, haver mais de duas
raizes. De fato, na figura abaixo temos um exemplo disso:

10t---Jd-————-— & .

Figura 1: Grafico

Logo,a resposta é nao e a justificativa é o contra exemplo acima, onde temos trés raizes. Naturalmente,
poder-se-ia construir exemplos com mais do que trés raizes, mas nunca menos que duas, devido ao TVI.
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Pode ser aplicado o TVT a fungio h(z) = —3 1
x

sabendo que f é continua em R?

Resolugdo: Considere as funcées p(z) = 2° e g(z) = , ambas continuas em R. Sendo f também

5)
‘ x?+1
continua, a composicio p(f(x)) = [f(z)]® é também uma funcdo continua e, dado que o produto de
5Lf (@)

duas fungoes continuas também ¢ continuo, entao a fungao h(z) = p(f(z))g(z) = —3 1
x

¢ continua,

portanto o TVI pode ser aplicado a ela.



f(a)

Figura 2: Questao 5)

5) Derivadas Considere o grafico de f acima.

Existe f'(a) ?

~ . . xr)— Jla .. .. . .
Resolugao: Por definicio', f/(a) = lim M e para o limite existir ele deve ser iinico, ou seja, os

r—a T —aQ

x)— fla
limites laterais devem coincidir. Mas, inspecionando o grafico, podemos ver que lim+ M < 0,
r—a Tr—a
poisz —at =zr>a=2—a>0e¢que comz—a", f(r) < fla) = f(x)— f(a) <0, o que justifica

x) — f(a
o sinal do limite; analogamente lim M > 0. Uma vez que os limites laterais nao coincidem,
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o limite, e portanto a derivada f’(a), nao existe.

6) Ordene em forma "crescente"os f'(x;),i=1,2,...,6

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Figura 3: Questao 6)

Resolucgao: Aqui, precisaremos da interpretacao geométrica da derivada como inclinacdo da reta
tangente ao ponto. De fato, dados dos pontos (z1, f(z1)) e (x2, f(22)), a inclinagdo da reta que passa
f(x2) — f(z1)

To — I ’
ponto x;. Primeiramente, notemos que, pelos mesmos motivos explicados na resolugdo da questdo 5),
nao existe a derivada f’(z3). Para as derivadas restantes, analisemos as retas tangentes em cada ponto
exibidas na figura a seguir:

pelos dois é m = Tomando o limite com x5 — x1, temos a definicao de derivada no

fla+h)— f(a)
h
tanto tomar x = a + h. A definicdo utilizada foi escolhida por ser mais adequada e intuitiva para analise feita

!Talvez esteja mais familiarizado com a definicio f'(a) = }llim , mas ambas sdo equivalentes, bastando para
—0



x1 x2 x3 x4 x5 x6

Figura 4: Gréfico

Pelo grafico, podemos chegar as seguintes conclusoes: f'(xo) = f'(x1) > 0, pois pertencem a mesma reta
e esta resta possui inclinagio positiva (crescente); f'(z4) < 0, pois possui "inclina¢ao negativa"; f'(z5) =
0, pois a reta tangente ¢ horizontal e, por fim, f'(z¢) > f'(z1), pois a reta tangente ¢ mais inclinada
em zg do que em x;1. Portanto, a resposta é: f'(z4) < f'(z5) < f'(z1) = f'(z2) < f'(x6) e nao existe

f'(w3).



